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PRÉFACE 


Depuis  longtemps,  d'importantes  équations  fonctionnelles 
ont  fait  l'objet  des  recherches  des  plus  grands  géomètres, 
parmi  lesquels  on  peut  citer  Laplace,  Gauguy,  FoLuiERet  Abel. 
Dans  quelques  questions,  comme  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  celle  des  fonctions  abéliennes,  se  sont  aussi  pré- 
sentées des  relations  fonctionnelles  d'un  genre  particulier. 
Mais  il  n'y  avait  pas  là  d'études  systématiques,  et  pendant 
longtemps  les  efforts  des  analystes  se  sont  portés  surtout  sur  le 
type  spécial  des  équations  différentielles,  où  les  problèmes  se 
trouvent  mieux  délimités  et  prêtent  à  des  classifications  plus 
faciles.  Depuis  quinze  ans,  certaines  équations  fonctionnelles, 
où  les  fonctions  inconnues  figurent  sous  un  signe  d'intégration, 
ont  de  nouveau  sollicité  l'effort  des  chercheurs.  M.  Le  Roux  en 
1894  avait  déjà  repris  incidemment  sous  une  forme  générale 
un  problème  résolu  dans  un  cas  particulier  par  Abel  ;  peu 
après,  M.  Volterra  commença  une  étude  approfondie  d'une 
catégorie  d'équations  fonctionnelles,  à  laquelle  il  n'a  cessé  de 
travailler  et  à  laquelle  il  a  donné  récemment  une  extension 
considérable.  Mais  l'alleiition  fut  surtout  appelée  en  1900  i)ar 
quelques  pages  de  M.  Freuholm,  où  le  géomètre  suédois  résolvait 
une  équation  fonctionnelle  généralisant  celle  que  l'on  rencontra 
dans  la  résolution  du  problème  de  Duucmlet  au  moyen  d'un 
potentiel  de  double  couche.  Cette  application  à  une  question  si 
célèbre  eut  un  grand  retentissement,  et  on  ne  tarda  pas  à  recon- 
naître que  de  nombreux  problèmes  de  physique  mathématique 
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peuvent  se  lamencr  à  la  même  éqiialion.  On  \il  rareniont  nn 
tra\ail  devenir  aussi  rapidement  classique  que  le  mémoire  où 
le  professeur  de  Stockholm  développait  sa  première  note.  Les 
résultats  essentiels  de  Fueduolm  avaient  la  beauté  des  choses 
simples  el  définitives,  et  aucune  érudition  préliminaire  n'était  né- 
cessaire pour  pénétrer  dans  la  question.  Aussi  la  mode,  qui 
joue  parfois  un  grand  rôle  dans  l'orientation  des  recherches 
scientifiques,  s'attacha-t-elie  vite  à  ce  tvpe  d'équations  fonction- 
nelles, et  on  remplirait  une  bibliothèque  avec  les  travaux  faits 
depuis  dix  ans  sur  le  problème  résolu  pour  la  première  fuis  par 
Fredholm. 

Toutes  ces  éludes  se  condenseront  peu  à  peu  ;  plusieurs 
publications  didactiques  sur  ces  matières  ont  même  déjÈi 
paru  ou  sont  en  préparation.  M.  Lai.esco,  qui  dans  ces 
dernières  années,  a  publié  d'intéressants  résultats  sur  la 
question,  a  pensé  que  ses  réflexions  pourraient  être  utiles  à 
ceux  qui  désirent  aborder  l'étude  des  équations  intégrales. 

Le  petit  livre  qu'il  public  aujourd'hui  laisse  svstématique- 
meiit  de  côté  toute  application,  et  n'a  en  vue  que  la  théorie 
générale.  On  y  appréciera  certainement  la  simplicité  des  mé- 
thodes clioisies  ainsi  que  la  clarté  de  la  rédaction  qui  rendra 
la  lecture  de  l'ouvrage  facile  à  tous  les  lecteurs.  Les  théorèmes 
essentiels  de  Fredholm  sont  présentés  d'une  manière  très 
élégante,  et  dans  l'élude  approfondie  du  noyau  résolvant, 
l'auteur  tire  un  heureux  parti  des  travaux  de  M.  (Joi  rs.vt  el  de 
M.  IIkyvvood  sur  les  fonctions  principales.  Le  cas  du  noyau 
symétrique  est  traité  avec  détails,  et  conduit  aux  théorèmes 
fondamentaux  de  MM.  Ilii.itEirr  et  Si:ii\M»r  sur  les  développe- 
ments en  séries  correspondants.  Signalons  ensuite  un  excel- 
lent chapitie  sur  les  équations  intégrales  de  première  espèce, 
dont  la  nature  est  si  dilïerenle  de  celle  de  l"é(iuali(in  de 
Fni.DMoLM.  Il  eut  été  impo^^sible  de  faire  en  quelques  pages 
une  élude  complète  des  équ.itions  à  noyau  singulier:  M.  L\- 
LEsco  monti-e  cependant  par  des  c\enq)les  quclrpies-unes  des 
circonstances   remarquables    qui    peuvent   alors    se   présenter. 
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\ienneiil  enfin  des  indications  sur  les  équations  intéf^raies 
d'ordre  supérieur  et  sur  les  travaux  récents  de  M.  Voi.rrum.v 
concernant  les  corps  de  (onctions  permutables.  Une  biblio- 
graphie placée  à  la  fin  du  volume  rendra  de  grands  services. 

L'ouvrage  de  M.  Lalesco  permettra  d'aborder  sans  peine  la 
lecture  des  nombreux  mémoires  qui  traitent  des  applications 
aux  équations  différentielles  et  à  la  physique  mathématique.  II 
contient  les  points  essentiels  de  la  théorie  pure,  en  laissant  tou- 
tefois de  côté  la  solution  de  l'équation  de  Fkedholm  par  des 
séries  généralisées  de  Fourier,  telle  qu'elle  a  été  envisagée  par 
M.  HiLBERT  et  ses  élèves.  On  peut  d'ailleurs  penser  que  c'est  du 
côté  des  applications  des  équations  intégrales  à  la  mécanique  et 
à  !a  physique  mathématique  que  doivent  maintenant  se  tourner 
les  chercheurs.  C'est  là  qu'on  rencontrera  des  types  nouveaux 
d'équations,  ou  que  l'attention  sera  appelée  sur  certaines  parti- 
cularités des  solutions  cherchées,  particularités  faisant  partie 
des  données  du  problème  posé.  11  y  a  là  sans  doute  un  vaste 
champ  de  travaux. 
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1.  —  Depuis  une  dizaine  d'années,  l'étude  d'une  certaine 
classe  d'équo lions  fonctionnelles  a  pris  un  tel  développement 
et  s'est  montrée  si  riche  en  conséquences  qu'elle  formera  cer- 
tainement dans  l'avenir  un  des  plus  beaux  chapitres  de  l'ana- 
lyse. Ce  chapitre  est  en  pleine  voie  de  formation  ;  aussi  ai-je 
cru  être  utile  en  donnant  un  exposé  d'ensemble  des  résultats 
définitifs  obtenus  jusqu'à  présent  et  des  voies  qui  restent  encore 
ouvertes  aux  recherches. 

On  peut  embrasser  toutes  ces  recherches  en  disant  qu'elles 
traitent  des  cas  particuliers  du  problème  suivant  : 

Introduisons  une  nouvelle  opcralion  eflectuée  sur  la  fonction 
'v  {x)  et  définie  par  l'expression  suivante  : 

(0  I    N  {xsj  9  (s)  ds 

J  a'y 

pourvu  que  l'intégrale  définie  ait  un  sens. 

C'est  une  opération  parlaitement  déterminée  si  l'on  se  donne 
le  chemin  d'intégration  et  la  fonction  N  [xy)  que  nous  appel- 
lerons son  «  noyau  ».  Cela  posé,  considérons  une  relation 
quelconque  entre  '^  (x),  ses  dérivées  de  divers  ordres  et  un 
certain  nombre  d'opérations  telles  que  (i)  et  proposons-nous 
de  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  cotte  relation.  C'est  un 
nouveau  genre  d'équations,  plus  générales  que  les  équations 
différentielles  puisqu'elles  contiennent  une  opération  de  plus, 
qui  dans  le  cas  général  en  est  essentiellement  dilTérente  ;  nous 
les  désignerons  sous  le  nom  général  fVcfj nations  in/éyralcs. 

Lai.esco.   —  ïlléorie  des  équations  intogralcs  l 
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D'après  cette  définition,  une  équation  dillérentielle  qui 
contient  une  opéialion  inlé^nale  sera  une  équation  intégrale  ; 
l'opération  de  dilTérentialion  s'eiVace  devant  la  nouvelle  opéra- 
tion, absolument  de  la  même  manière  que  la  résolution  des 
équations  ordinaires,  algébriques  ou  transcendantes,  passe  en 
seconde  ligue  devant  l'opération  de  dillérentialion  ;  il  n'y  a 
donc  aucune  ambiguïté  à  craindre. 

Le  prohll'inc  (/ciu'nil  que  nous  avons  en  vue  est  la  résolution 
fies  équations  intéfjrales 

Historiquement,  la  première  équation  intégrale  résolue  a    été 


ro  (s)  ds 


rencontrée  par  Abel  dans  un  problème  élémentaire  de  mé- 
canique (  '). 

Longtemps  après,  un  malliéiuaticien  russe  N.  Sonine  {'') 
étudia  une  équation  de  la  même  forme  que  celle  d'Abcl  mais  un 
peu  plus  générale. 

Sonine  épuisait  pour  ainsi  dire  la  portée  de  l'artifice  de  calcul 
employé  par  Vbel  et  la  question  semblait  close,  lorsque  en  1896, 
M.Vilo  Yolterradans  une  suite  de  notes  [)résenlécs  aux  Académies 
des  sciences  de  Turin  et  Rome,  aborda  avec  un  succès  complet 
et  par  une  métliodc  directe,  qui  puisait  aux  sources  mêmes  de 
l'Analyse,  l'étude  générale  de  l'écpiation  intégrale. 


l 


\  (xs)  'f  (s)  ds  =--  V  (.t). 


Les  beaux  résultats  qu'il  obtint,  furent  immédiatement  suivis 
par  un  brillant  travail  de  M.  I\ar  l'redbolm  en  1900  sur  l'équa- 


tion intégrale 


'■^'-f 


\  (xs)  ^  (s)  ds  =  V  (x) 


(')  drrllrx  .Iwinial.  \iij\(isunii  rinrr   mci'lnimsrlien  Aufçjabt'.   i   FJarid.   1^2(1. 
et  < (ouvres. 

(-j  Acla  Matlwinaiica   IV'.  jiagc  170-170  iH84. 
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dont  l'importance  pour  l'Analyse,  a  été  particulièrement  mise  en 
évidence  par  I.  Fredhoim  lui-même,  D.  llilbert  et  E.  Picard. 
Dès  lors,  les  travaux  se  succèdent  sans  interruption.  Dans  une 
suite  de  communications  présentées  à  la  Société  scientifique  de 
rJottingen,  D.  llilbert  prend  comme  instrument  de  démons- 
tration, la  résolution  d'une  certaine  classe  d'équations  linéaires 
à  une  infinité  de  variables,  met  en  évidence  par  une  étude 
approfondie  le  rôle  de  la  symétrie  du  noyau  et  en  étudie  des 
applications  importantes. 

En  même  temps,  M.  E.  Picard  signalait  l'importance  de 
cette  équation  intégrale  en  montrant  les  nondjreuses  applications 
dont  elle  est  susceptible  dans  la  Physique  Mathématique. 

Nous  dirons  qu'une  équation  intégrale  est  linéaire,  si  elle  est 
du  premier  degré  par  rapport  aux  opérations  intégrales  qu'elle 
contient. 

Les  types 

(3)  I      N  (:cs)  9  (s)  ds  =  F  (x) 


(3')  C2  (x)  -+-    I     N  (xs)  o  (s)  ds  =  F  (x) 

dont  l'opération  intégrale  a  au  moins  une  limite  variable,  seront 
appelés,  éqnalions  iiilé<jrales  linéaires  de  Vollerra  ou  plus  sim- 
plement  éfjufitions   (le    Vollerra  ;    l'équation   (3)    sera   dite    de 
première  espèce,  et  (3)  de  seconde  espèce. 
Les  types 

(4')  ?  {x)  +    r  N  {xs)  o  {s)  ds  =  F  (x) 

(k)  f  N  yxs)  -i  1»  ds  =  F  {x) 

seront  appelées,  équalioiu  inléfjrales  linéaires  de  Fredhoim  ou  plus 
simplement  éqaaùom  de  Fredhoim  ;  d'une  façon  analogue  (^i) 
€t  f  V)  seront  désignées  respectivement  comme  équations  de 
première  et  seconde  espèce. 

Ces  types  caractérisent   les  nouveaux  éléments  analytiques  ; 
■autour  d'eux  on  peut  facilement  construire  la  théorie  des  autres 
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cas  linéaires  rencontrés  dans  les  applicalions  cl  qui  ont  été 
considérés  successivement  par  divers  auteurs. 

Nous  divisons  l'exposé  en  trois  parties.  Dans  la  première 
partie  nous  développons  la  théorie  de  l'équation  de  Volterra 
ordinaire. 

La  seconde  partie  sera  consacrée  à  l'équation  intégrale  de 
Fredholm  et  enfin,  dans  la  troisième,  nous  donnerons  des 
indications  générales  sur  les  équations  intégrales  singulières  et 
les  équations  non  linéaires,  dont  l'élude,  outre  un  intérêt  d'ex- 
tension logique,  paraît  aussi  être  utile  dans  diverses  recherches 
modernes. 

A  la  fin  de  cet  ouvrage  on  trouvera  une  hihliographie 
détaillée  des  publications  relatives  à  la  théorie  des  équations 
intéi^rales. 


PREMIERE   PARTIE 


L'ÉQUATION    DE    VOLTERRA 


I.  —  TRAVAUX  DE  M.  VOLTERRA 

1.  —  Les  travaux  de  M.  V.  Volterra  ont  paru  depuis  1896 
dans  quatre  notes  présentées  à  l'Académie  de  Turin  (')  deux  à 
celle  de  Rome  (-)  et  un  exposé  d'ensemble  inséré  dans  les 
«  Annalidi  Matematica  (■^)  «.  Il  est  essentiel  de  mettre  d'abord  en 
évidence  l'idée  qui  a  guidé  \l.  V.  Volterra  dans  ses  rechercbes  ; 
dans  ce  chapitre  il  ne  sera  question  que  des  fonctions  finies 
et  intégrables. 

Supposons  les  variables  réelles  et  limitées  dans  un  intervalle 
fini  que  l'on  peut  supposer  être  l'intervalle  (o —  i).  Prenons  les 
points  de  division. 

,  .  128  n  —  I 

(0  -   ::  - '-^;— 


et  exprimons  que  l'équation 

(2)  ^(xs)'^{s)ds  =  V{x) 

Jo 

est  vérifiée  pour  ces  points,    en  remplaçant  l'intégrale   par  les 
sommes  approchées  correspondant  aux  points  de  division  (i); 


(')  V.  VoLTERKA,  .S'(///rt  inversione  ih'ijli  uitegrali  dejinili.  (Alti  délia  reale 
Ace.  délie  Scienze  dl  Torino)  12  Janvier,  8  Mars,  \>X)  Avril  iSgi),  page  3ii, 
4oo,  557,  698. 

(-)  V.  VoLTEHRA,  Rcndiconii  deJla  rcale  Accademui  des  Liiicel  (i"  Scm. 
1896,  page  177,  289). 

(■^)  V.  Volterra,  Sopra  alcunl  ijucslioni  di  inversione  di  inlegrali  dejiniii 
(Ann.  di  Mat    (2"  Série  t.  25  1897,  page  i63). 
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ceci  nous  donne  les  équations  approchées 


(3) 


'  ^N„  çi  +  N,,  9,1  =  F, 


en  posant  pour  abréger  ^,,  =  ^  ( -^ .  l) ,  ?/-  =  9  (^-^  j  et  F,,  =  F  (  j|  ) . 

Nous  obtenons  ainsi  un  système  très  simple  de  n  équations  à 
n  inconnues,  qui  nous  permet  de  calculer  successivement  les 
valeurs  approximatives  de  notre  fonction  inconnue  aux  points(i). 

L'exactitude  de  ces  valeurs  croît  avec  n  ;  en  passant  à  la 
limite,  nous  obtenons  une  inimité  d'inconnues  qui  sont  les 
diverses  valeurs  de  o  (x),  dans  l'intervalle  (o  —  i). 

Une  fois  le  résultat  trouvé,  une  vérification  est  nécessaire. 
Cette  méthode  constructive  présente  une  analogie  complète 
avec  celle  qui  conduit  à  la  notion  d'intégrale  où  de  môme  une 
vérification  est  nécessaire.  Elle  nous  découvre  deux  caractères 
essentiels  du  problème  : 

La  présence  d'un  mécanisme  d' approxinmlions  successives  et 
l'introduction  de  la  condition  N  (xx)  -çzt  o. 

Nous  ne  connaissons  pas  dans  tous  les  détails  les  méthodes 
de  M.  V.  \olterra  qui  s'est  borné  à  développer  des  vérifications. 
Son  procédé  parfois  laborieux  donne  un  cachet  mystérieux  à 
certains  de  ses  résultats  ;  s'il  a  le  don  de  ressusciter  les  pra- 
tiques des  anciens  analystes,  il  n'est  pas  pour  contenter  complè- 
tement l'esprit. 

Nous  emploierons  directement  la  méthode  des  approxima- 
tions successives,  en  suivant  les  indications  de  M.  E.  Picard  ('). 

II.  —  LE    THÉORÈME  DE   M.  VOLTERHA 

2.  Prenons  les  variables  réelles  et  supposons  que  le  noyau  et 
F  {x)  sont  dos  fonctions  une  fois  dérivables  dans  un  certain  in- 

('j  T.  Lalesco,  Sur  Vdqualionde  Vollcrra3\.  deMalh.  pares  etappl.  1908. 
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tervalle  (o,a).  En  dérivant  (2),  nous  obtenons 

N,/  (.TS)  ç  1  Si  ds  =  F'  (x) 

Si  S  [xx)  ne  s\inniille  pas  dans  nntciTalle  oa,  on  peut 
diviser  par  N  (xx)  et  nous  obtenons  ainsi  une  équation  de  la 
forme 

(5)  cp  {x)  -h     f  ^,  (xs)  'i  (s)  ds  =  Fi  (x) 

Cette  forme  est  très  favorablepour  l'application  des  approxi- 
mations successives  ;  introduisons  un  paramètre  À  devant  l'in- 
tégrale du  premier  membre  et  chercbons  à  satisfaire  à  (5)  par 
un  développement  de  la  forme 

(6)  ^X)   =   0^{x)    +   )/fi(.T)   ^   >^"^?,(.t)    +    ...    +   "^'"■i./.X     +    ... 

'j>o(ic)»  9,(jî)  •••  9n(ic)  étant  les  diverses  approximations  qu'il 
s'agit  d'obtenir.  On  a,  par  identification,  les  équations  suivantes 

i  ?o(.t)  =  F,(.t) 

L^,(.t)  =  -    f   ^,{xsyi,is)ds 

(''  j ; 

I  9n{x)  =  —     I      Ni(a;s)-f„_i(s)(/s 


qui  servent  à  déterminer  d'une  façon  successive,  les  approxima- 
tions cberchées. 

La  série  des  approximations  (7)  converge  uniformément  dans 
l'intervalle  (oai.  En  effet,  soient  M  et  N  les  modules  maxima 
deFi'o?)  et  Ni(a;s)  dans  cet  intervalle;  on  a  évidemment  les 
inégalités 

l?o(^)l<^l 
I  9i(x}  I  <  MNx 
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ce  qui  montre  bien  que  la  série  ((>)  roprcscntc  une  fonction 
entière  de  À,  d'ordre  au  })lus  égal  à  i  ;  elle  converge  donc  abso- 
lument et  uniformément  dans  l'intervalle  oa. 

La  série  (6)  étant  uniformément  convergente  par  rapport  à  x, 
l'intégrale  qui  ligure  dans  l'équation  (5)  a  un  sens  parfaitement 
déterminé  ;  d'autre  part,  cette  série  satisfait  formellement  à 
l'équation  (5)  et  est  absolument  convergente.  II  résulte  de  là 
que  (p[x)  est  une  solution  finie  et  bien  déterminée  de  l'équa- 
tion (5). 

Elle  est  aussi  la  seule  qui  soit  finie  ;  en  effet,  s'il  y  avait  une 
seconde,  l'équation  (5:  sans  second  membre 

(8)  ?H  -+-    I     N,(a;s)  9(s)(/s  =  o 

aurait  une  solution  non  identiquement  nulle,  ce  qui  est  impos- 
sible car  on  déduit  de  (7)  et  (S)  par  soustraction 

ç  (x)  —  'i„{x)  =—     i     Nj  (xs)  ['^(s)  —  ç„_,  {s)]ds. 

On  obtient  donc  des  inégalités  identiques  aux  précédentes, 
où  l'on  doit  seulement  remplacer  o„\^)  P^r  ?(^)  —  'fn(^)- 

En  vertu  du  raisonnement  précédent,  il  résulte  que  rex[)rcs- 
sion 

X"['.(.t)-o,.(x)] 

est  le  terme  général  d'une  série,  fonction  entière  de   ).,   et   ])ar 
conséquent  on  a  : 

lim     -i(x)  —  'Tn(^)'  =  o 

n  z=z  00 

d'oià 

f^{x)   =      lim      «Ç„(r)   n=rt  G. 

On  remonte  ensuite  de  l'équation  (5)  ou  (/|)à  l'équation  pri- 
mitive [)ar  une  intégration  ce  qui  nous  donne 


(\)) 


i     N  (a-s)  ^is)ih  =  V  [x)  —  V  (o) . 
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L'équation  (2'  n'admet  donc  pas  la  solution  ''s^[x)  que  si 
F(o)  =  o,  condition  qui  est  nécessaire  pour  l'existence  d'une 
solution  finie  et  qui  est  d'ailleurs  aussi,  comme  nous  le  voyons, 
sulîisante  *). 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Si  N  (icj)  et  F  (ce)  sont  des  fondions  une  fois  dcrivablcs  par 
rapport  à  x  dans  l  intervalle  {oa)  et  si  ^{xx)  ;zf  o  c^  F  (o)  =  o, 
l'équation  de  Volterra. 


r 


N(.Ts)cp(s)(/sr=:   V  (x) 

admet  une  seule  solution  finie  et  continue  dans  cet  intervalle. 

3.  —  Si  nous  considérons  l'équation   de  Yolterra  de  seconde 
espèce 


(10)  'f(T)H-Â  I      N(.Ts'icp(s)(/s  =  Ffrc) 

les  conditions  restrictives  du  théorème  précédent  ne  sont  plus 
évidemment  nécessaires.  Cette  équation  apparaît  donc  comme 
la  plus  simple  ;  nous  avons  toutefois  conservé  la  terminologie 
de  M.  D.  Ililbert  pour  éviter  toute  confusion. 


III.  —  LA.  FORMULE  DE  M.  VOLTEUR\  ;  NOYAU  RÉSOLVAM" 

4.  —  On  peut  écrire  plus  simplement  ç^(jj)  en  procédant  de 
la  manière  suivante  : 

On  a,  en  considérant  l'équation  de  seconde  espèce  (10)  : 

Oo(x)  =  ¥{x) 
(Pj(x-)  =  —     I       N,(X7)  F(a)</a 

^y{xs)ds  N,(sî)F(a)r/7 

o  Jo 


Ci  Ce  théorème  a  été  établi  pour  la  première  fois,  par  J.  Le  Roux 
dans  sa  thèse  de  Doctorat  :  Sur  les  inléfjrales  des  équations  linéaires  aux  dé- 
rivées partielles  du  :i'  ordre  à  2  variables  indépendantes  (p.  19-22),  189/4,  à 
l'aide  de  la  méthode  des  approximations  successives. 
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OU  appliquant  la  formule  de  Dirichlet 

F(cryT         N(ar6)  N(s7ys  =  I      N,(.Ta)  F,(7>/î 

en  posant 

Ni  (.rv)  =    (      N  {xs)  N (sy) as. 

.  J  V 


^'y 


En  général 


cp,  (x)  =  (-  i)."    r  N{xs)ds    r  N,_o(st)  F(T)da 

=  (—  ly    r    N,,_r:a;^)F(7)(/T 
où  l'on  a,  d'une  façon  générale 

Si  donc  nous  posons  : 

%(xjX)  =  N(acv)  —  ÀN,(.ry)  +  ...-+-(—  1)''  >^N/, (»•>')  +  ... 
On  pourra  écrire  la  solution  de  (10)  sous  la  forme 

(  1 1 )  ^(x)  =  F(x)  —  l   I     'IL (xsl)  F  (s)  ils. 

Elle  se  présente  sous  une  forme  analogue  au  premier  membre 
de  (5)  ;  nous  dirons  pour  cela  que  'ïi^xy).)  est  le  noyau  résol- 
vant de  l'équation  (10). 

Les  noyaux  ^,,{xy)  jouent  aussi  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  équations  intégrales  ;  on  les  appelle  les  noyaux  itérés 
de  divers  ordres. 

On  peut  résumer  les  résultats  obtenus,  dans  le  théorème  sui- 
vant : 

L'équa/ion  dr  Volterra  de  seconde  espl-re  (10)  '/  une  seu/c 
solution  finie  et  continue  qui  est  donnée  par  la  formule  (11). 


L  i:qi;atio^   de  vot.TEnnv  ir 

Ceite  solution  es/  une  fonction  entière  de  À  d'ordre  au  plus  é(jal 
à  un. 

L'équation  de  VoUerra  de  première  espèce,  ne  peut  être  résolue 
dans  le  domaine  fini  et  réel,  que  sous  certaines  conditions. 


IV.  —  L.\  LIAISON  E^TRE  L'ÉQUATION  DE  VOLTERRA 
ET  LES  ÉQUATIONS  DU  FÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

5.  —  Il  existe  entre  l'équation  de  Yolterra  et  les  équations 
différentielles  linéaires  un  lien  très  intime,  qu'il  est  utile  de 
mettre  en  évidence. 

On  peut,  d'abord,  réduire  toute  équation  différentielle  linéaire 
à  une  équation  de  Volterra.  Considérons  en  effet  l'équation 
d'ordre  n  : 

(")  ^„  +  a,{x)  ^^.  +  ...  +  a,.v.T)v  =j{x) 

et  prenons  comme  fonction  inconnue  à  la  place  de  y,  la  dérivée 
d'ordre  le  plus  élevé  : 


=  2. 

On  aura  : 

=i 

zdx  - 

-f-G. 

jusqu'à  : 

y  =    1       z(/a;" 

+  C,  - 

rc"-' 

J-  +  C, 

X"- 
n  — 

-2 

i —  I 

2 

ce  qui  transforme  ( 

12)  en 

: 

(  1 3)  z  -H  n ,  o;)  I       rt/.r  +  . . .  -+-  ajx)  i      zdx"  =f(x)  +  ^  CJ,.(x) 
Jo  Jo  ^,_, 

en  posant  en  général 

f„{x)  =  a,(x)  -I-  ^  fl,+,(^)  +  •••  +  ,r=7!  ''"^'')- 
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Il  sullll  maintenant  d'appliquer  la  Ibrmule  bien  connue  : 

£  nsus- =  jy^;-\(s)<is. 

pour  tomber  sur  l'équation  de  Vol  terra  : 

(lA)  r(.T)+    r    ra^(.r)  +  a,^rr)(.x-.)-}--+«n(^)i^;""'l:(^-ys 

On  a  supposé, bien  entendu, que  Torigine  est  un  point  régulier 
pour  les  coeflîcients  a,(rK).  Remarquons  en  passant,  que  toutes 
les  propriétés  élémentaires  des  équations  difTérentielles  linéaires 
avec  ou  sans  second  nombre,  découlent  d'une  façon  immédiate 
des  résultats  précédents. 

Pour  que  le  second  membre  de  (i4)  ait  une  valeur  parfaite- 
ment déterminée,  il  faut  que  les  constantes  G,  aient  des  valeurs 
données.  Donc  inversement,  la  résolution  d'une  équation  de 
Tolterra  (i4)  est  équivalente  à  la  résolution  d'un  problème  de 
Cauclty  pour  l'équation  différentielle  linéaire  (12).  L'unicité  de 
la  solution  dans  la  théorie  de  l'équation  de  Volterra.  correspond 
au  fait  que  le  problème  de  Cauchy  n'admet,  pour  un  point  régu- 
lier, qu'une  seule  solution. 

6.  —  Nous  obtenons  un  résultat  intéressant,  qui  nous  rendra 
•compte  à  un  certain  point  de  vue,  de  la  nature  analytique  de 
l'équation  de  ^  olterra  en  faisant  n  ^  00  ilans  l'équation  diffé- 
rentielle (i.'V).  Nous  obtenons  ainsi  l'équation  dillérenlicUe 
linéaire  d'ordre  infini 


z  -\-  Oj  [x)  I      zdx  4-  ai{x)  I      zdx-  -r-  ...  -j-  ««(a:)   1      ^dx'*  -t-  . 

=  /(^)+2'V./'.(^) 


•ou  1  on  a 


Ip{^)  =^<^P-Vr{^f,.l 
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qui  est  équivalente  à  l'équation  de  Yolterra  : 

(10)    :+  P  [a,(.r)+a,Cr)(rr-s)-^...+"^^^^^',^^ 

ce 

=  /(a:)+Vc,/,(.T). 

Supposons  que  les  Ibnctions  a^  (x)  soient  toutes  finies  dans  un 
intervalle  (oa)  et  que,  d'une  fiK.on  plus  précise,  on  ait  : 

ap{x)  ■<  A  (p  quelconque). 

Dans  ces  conditions,  on  a  évidemment  : 


Si  donc  la  série 


/,(.•)!<  Ae^-'-. 


est  convergente,  la  somme  du  second  membre  de  (i5)  repré- 
sente une  série  absolument  et  uniformément  convergente  dans- 
l'intervalle  (oa). 

Remarquons  enfin  de  même,  que  la  série  donnant  le  noyau 
de  (i5  est  aussi  une  série  uniformément  et  absolument  conver- 
gente dans  le  même  intervalle. 

Ce  simple  passage  à  la  limite  nous  montre  donc  que,  dans- 
certains  cas,  l'équation  de  Yolterra  est  équivalente  à  la  résolu- 
tion d'un  problème  de  Caucby  pour  une  équation  différentielle 
linéaire  d'ordre  infini,  ce  qui  sulïlt  pour  montrer  le  rôle  et  la 
nature  de  ce  nouvel  instrument  analytique. 


V.  —  LES  ÉQUATIU^S  DE  VOLTEllHA  A  I^LUSIEURS  VARIABLES 
I^DÉl^ENDANTES 


7.  —  Les  équations  de  Yolterra  à  plusieurs  variables  indé- 
pendantes sont  aussi  importantes  à  cause  de  leurs  applications 
dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  à  caracté- 
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ristiqucs  réelles.  Nous  éludiorons  le  tvpc  suivant  : 

(16)      9  (xy)  h-  I      A  (.rv  ;  s)  <f  sy)  ds  -+-  j      B  [xy  ;  s)  o  (xs)  ds 
J  Q  J  o 

C  {xY  ;  S,  t)^(sl)  dsdt  =  F  (xy) 


^  il' 


qui  correspond  à  l'équation  de  seconde  espèce  des  paragraphes 
précédents  ('\ 

Les  fonctions  S.{xyz)  B{xyz)  et  C{xyzi)  sont  par  hypothèse 
finies  •<  M,  F(xy)  <C  F  el  infégrables  dans  un  certain  domaine 
D  de  leurs  arguments.  Pour  trouver  une  solution  de  l'équation 
(16)  nous  appliquerons  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives en  prenant  : 


<^7) 


C  {xysl)  çi  {st)  dsdt  =  1)  ''^,  (xy)], 


On  aura,  dans  le  rectangle  (  i)  de  cotés  oa  et  Oj3  compris  dans 
le  domaine  D  : 

I  'fikv)  1  <F 

I  o,  [xy)  I  <  MF  (a-  H-  J  4-  xy)  <  MF  (ï  +  ?  -f-  x^) 

I  'fa  C'^v)  ;  <  M^F  (a  +  {H-  a?)  (x  +  y  -+-  xy)  <  FM^  (^  +  ?  +  «?)" 

et  en  général  : 
I  ?.-ry)|  <F.M"(a+  fi  -+-  a?)". 

11  résulte  de  là,   que  la  série  des  a[)pro\iuiations  converge 
régulièrement  (-)  dans  le  rectangle  (a,  fj)  si  l'on   prend  a  et  ^î 


(')  Nous  ('criroiis,  pour  abréger,  \.(.ry:)  au  lieu  de  A  (x,  r,   :). 
'*J  Nous  (lisons    [>our    abréger  «  réguiièreincnl  »  ù    la  plaec  de  i<  absolu- 
4Tienl  el  uiiiforménieut  ». 
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suffisamments  petits  pour  que  l'on  ait  : 

M(a+  (i  +  «?)  <   I. 

Nous  obtenons  ainsi  une  solution  qui  est  d'ailleurs  la  seule 
dans  le  rectangle  (i)  e;i  vertu  d'un  raisonnement  identique  à 
celui  indiqué  à  la  page  8. 

Pour  prolonger  cette  solution  dans  tout  le  domaine  D,  consi- 
dérons le  rectangle  (2)  situé  à  la  droite  du  rectangle  (i)  et  ayant 
les  mêmes  dimensions  que  lui.  Si  l'on  fait  le  changement  de 
variables  x  =■  a  ^  x' ,  y  =  y',  l'équation  (16)  pourra  être  mise 
sous  la  forme  : 

(18)     o  ix'y')  +  (      A  (x'/s)  o  (sf)  ds  +  (  "^  B  (x'y's)  9  (x's)  ds 
Jo  J  o 

ry' 

C  {x'y'sl)  o  {si)  dsdl  =  ¥  +  '\> 

le  premier  membre  ayant  conservé  exactemcnl  la  même  forme 
qu'en  (16)  et  <I>  étant  une  fonction  facile  à  détermir.er;  elle 
contient  en  outre  les  valeurs  tle  9(.xy)  dans  le  rectangle  i  )  qui 
nous  sont  maintenant  connues. 

On  pourra  donc  appliquer  le  même  mécanisme  d'approxi- 
mations successives,  en  remplaçant  seulement  F  par  F  +  4>  ; 
les  approximations  ainsi  obtenues  convergeront  sûrement  dans 
le  rectangle  {:>.)  puisque  le  premier  membre  de  (16)  étant  resté 
invariable,  la  constante  M  est  restée  la  même.  On  pourra  donc, 
au  bout  d'un  nombre yi/u'  d'opérations,  remplir  tout  le  domaine 
D,  avec  ce  rectangle  de  dimensions  in\ariables  (a^S);  nous 
obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

L'équation  (16)  a  une  seule  solution  Ji nie  dans  tout  le  domaine 
où  les  fondions  A(xyz)  B{xyz)  C{xy:t)  ci  l' {xy)  sont  finies 
et  inléfjrahles^). 

8.  —  M.  Y.  \olterra  considère  aussi  le  cas  de  l'équation  de 
première  espèce  : 

(19)  (   I    ^  ^^y  '  *')  '^  (•"')  ^''■^'  ^  ^^  ^-^'y)- 

(')  Cette  métljode  est  due  à  M.  E.  Picard. 
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Posons  : 

N  {xYsl)  =  N  (.rv)  4-  \,  (xYs)  {x  —  s)  +  N,(a'j<)  (v  —  0 

-^^,(xyst)(x-s)iy-t). 

L'équation  (19)  s'écrit  alors  : 
^'(^>')  I     I       '?{sl)dsdt -i-  l     i      l^i{xys){x  —  s)  '^{st)ds 

+  1     I      NaGrvsO  (x  —  s)  (y  —  l)  'i{st)  dsdt  =  F(.tv). 
En  prenant  comme  inconnue  la  fonction  : 
ç,  (.rv)  =  I      I      r{st)dsdl 
l'équation  (19)  pourra  se  mettre  sous  la  forme  : 

_  r^  -  r^  _ 

^  (^j)  ^1  i-^y)  +  -"^1  i-U^)  'ri  (sy)  ds  -f-   I       No  (xys)  9,  (xs)  ds 

J  o  t/  o 

rj--  ry  _ 

En  divisant  par  N(xj')  on  obtient  donc  une  équation  de 
seconde  espèce. 

Puisque  Ov  (0,0)  =  o,  il  est  nécessaire  aussi  que  F  (0,0)  =  o  ; 
de  même  la  condition  N(x}')  ^  ^  {xy  ;  xy)  ;zf  o  intervient  donc 
aussi  comme  condition  nécessaire  et  sulïisanle  pour  que  les 
coelTicients  de  l'équation  de  deuxième  espèce  soient  (inies.  Nous 
relrouvons  donc,  d'une  autre  manière,  les  mêmes  ]);ulicularités 
qu'à  l'équation  de  \ollerra  à  une  seule  variable   '). 


(')   CeUc   m('ll»0(lc    peut   aussi    ùlrc    iiii[)li(jui'c    dans   le    cas  d'une   seule 
varialjle  iri<l('|iciidarilc. 
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VI.  —  LES  SYSTÈAIES  D'ÉQUATIONS  DE  VOLTERRA 

9.  — La  méthode  des  approximations  successives  permettent 
aussi  simplement  de  traiter  un  système  de  n  équations  linéaires 
de  Volterra  de  seconde  espèce,  à  n  fonctions  inconnues.  Nous 
appelerons  ainsi  un  système  tel  que  : 

?i(^)  -*-\     I      ^ip(^s)  <f,,(s)ds  =fi{x)       (t  =  I,...  n). 

Jo 

p  =  l 

L'application  de  la  méthode  est  évidente  ;  les  premières  ap- 
proximations seront  (pio(x)  ^=fi{x)  et  on  a  comme  équations 
<le  récurrence  : 

9ik  (x)  =  —^    l      Ai,,  (ces)  Op,._  j  (s)  ds       (i  =  I , . . .  n) . 
/>  =  > 
Le  même  procédé,  déjà  plusieurs  fois  employé,  montre  que 
les  séries  des  approvlmations   convergent  régulièrement  dans 
tout  le  domaine  d'existence  des  coeiïicieats  A,/^  xj). 

10.  —  On  peut  réduire  immédiatement  tout  système  d'équa- 
tions ditî'érentielles  linéaires  d'ordre  fini  du  type  : 

n 

è'  +;V«,>(.T).,(.r)  =/,(.r)  (i  =  I,...  n) 

P=i 

à  un  système  d'équations  de  \olterra  en  prenant  comme  incon- 
nues -p  =  Ui.  On  peut  même  considérer  des  systèmes  d'équa- 
tions linéaires  d'ordre  infini  auxquels  le  même  procédé  est 
applicable,  pourvu  que  les  conditions  initiales  assurent  la 
convergence  des  premiers  membres  des  équations  considérées. 


VU.  —  HEMAUQUES  FINALES 

11. — Ce  qui  précède,  montre  clairement  la  puissance  de 
l'admirable  instrument  analytique  qui  est  constitué  par  la  méthode 
■des  approximations  successives  et  sa  fécondité  variée  dans  toutes 

Lalesco.  —  Théorie  des  équations  intégrales  a 


iS  THÉORIE    DES    EQUATIONS    INTÉGRALES 

les  questions  d'existence  ])osées  sur  les  équations  difTorcnlielles 
linéaii'cs  et  les  équations  intégrales  linéaires  qui  en  constituent, 
comme  on  l'a  vu,  une  véritable  généralisation. 

Les  équations  intégrales  que  nous  venons  de  traiter,  sont  des 
équations  râ/nlièirs  ;  un  chapitre  spécial  est  consacré  aux  équa- 
tions intégrales  sinyalièrcs,  où  nous  considérons  simultanément 
les  équations  singulières  de  Volterra  et  de  Fredholm. 


DEUXIÈMi:  PARTIE 


CHAPITRE  PREMIER 


LÉQUATION    DE    FREDHOLM 


I.  —  LES  FORAIULES  DE  M.  FREDHOLM 

1.  —  L'équation  de  Fredholm  de  seconde  espèce  fournit  un 
exemple  très  instructif  de  découverte  mathématique  ;  elle  en  a 
tous  les  traits  essentiels,  tant  par  la  nouveauté  du  résultat  que 
par  la  hardiesse  du  passage  à  la  limite,  considéré  avec  juste 
raison  par  MM.  G.  Darhoux  et  E.  Picard,  comme  un  des  plus 
beaux  de  l'Analyse.  Il  est  donc  intéressant  d'esquisser,  en  ses 
lignes  générales,  la  marche  de  cette  mémorable  découverte. 

Prenons  l'équation 

(I  )  cf  (.r)  +  l£  N  (.Ts)  c?  (s)  ds  =f{x) 

avec  les  points  de  division  : 

,  ,  I      2     3  «  —  I 

(2)  -  -  •••    

^  '  n     II     n  II 

et  remplaçons  l'Intégrale  de(i)  par  la  somme  approchée  corres- 
pondant aux  points  de  division  (2),  ce  qui  nous  donne  l'équa- 
tion approchée 

(3)  o(:r)  +  X  [N(.r,^^)cf,+N(:r,^)cf,  +  ...+N(a..?)cp„]=/(.'c). 
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Exprimons  que  (3)  csl   \crirR'e  aux   poinls  de  division  (2)  ; 
nous  obtenons  les  n  équations  linéaires 


(^) 


Les  racines  de  ce  système  sont  des  fractions  rationnelles  en 
).  dont  le  dénominateur  commun  est  : 


(5) 


D.  (X) 


/N,, 


XN, 


àn,„. 


Si  donc  l'équation  intégrale  i  )  est  remplacée  par  l'équation 
approchée  (3),  la  théorie  des  équations  linéaires  nous  donne 
les  résultats  suivants  : 

a)  L'équation  (3)  est  vérifiée  aux  points  (2)  pour  loule  valeur 
fie  /.  qui  n'annulle  pas  le  (Iclerniinanl  (5)  ;  les  expressions  des 
'^,.  sont  des  fractions  rationnelles  de  À  avant  [)our  dénomina- 
teur commun  1)„(X)  ; 

h)  Pour  les  racines  de  !)„(/),  c'est  lequation  (3)  .s-a//,s'  se- 
coml  membre,  qui  est  vérifiée  aux  poinls  (2)  ; 

c)  Pour  que  l'équation  ^3)  avec  second  membre,  soit  vériliée 
dans  ce  dernier  cas,  il  faut  cl  il  sulïit  que  les  déterminants 
caractérisli(|ucs  attachés  au  n)ineur  ])rinci[)al  de  D„{X)  soient 
tous  nuls. 

Pour  passer  de  l'écjualion  a[)prochéc  (3)  à  l'équation  (1),  il 
laul  faire  n  =  00  ;  le  système  ('1)  devient  alors  un  système 
d'équations  linéaires  à  une  inlinilé  de  variables,  le  déterminanl 
D„(/.)  un  déterminant  inlini  et  les  inconnues  (&/,  constituent  la 
totalité  des  valeurs  de  la  fonction  inconnue  continue  (p  {x)  dans 
l'intervalle  (01). 

C'est  le  mérile  de  M.  I.  l'redholm  d'avoir  fait  avec  un  succès 
complet,  ce  passage  à  la  limite  cl  d'avoir  démontré  (jue  les  trois 
propriétés  mentionnées  plus  haut,  se  conservent  à  l'iiilini.  Son 
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premier  mémoiie  paru  en  1900  (')  a  été  présenté  à  l'Académie 
de  Stockholm,  il  a  été  suivi  en  1902  de  deux  notes  |)résentées  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (-)  en  1908  et  d'un  travail 
d'ensemble  publié  dans  le  tome  XX VII  ((  AVe/.s  //.  Abcl  In 
memoriam  »  des  Acta  Matbématica  ('  . 

Le  procédé  de  M.  1.  Fredbolm  est  dirccl,  il  prend  le  déve- 
ment  connu  de  D„(À)  suivant  les  puissances  de  )-  et  démontre 
qu'en  faisant  /i  =  ao  ,  on  obtient  une  fonction  D  (^-)  cnlicrc 
en^^;  des  considérations  très  simples  de  la  théorie  des  déter- 
minants infinis,  rendaient  très  probable  ce  résultat  fondamental 
que  M.  Fredholm  démontra  rigoureusement  à  l'aide  d'un  théo- 
rème important  dû  à  M.  J.  Hadamard.  Les  séries  qu'il  obtint 
sont  d'une  rare  élégance  de  maniement  et  resteront  certaine- 
ment classiques. 

2.  —  Le  petit  mémoire  de  1900  attira  immédiatement 
l'attention  de  M.  D.  Ililbert,  le  savant  professeur  de  Gottingen 
qui  s'y  consacra  pendant  plusieurs  années,  autant  par  ses  re- 
cherches personnelles  que  par  son  enseignement.  Le  point  de 
départ  de  M.  D.  Hilbert  a  été  la  remarque  suivante  : 

Le  déterminant  D«  ).}  est  le  discriminant  de  la  forme  qua- 
dratique 

n  n 

(6)  V  ,,^-.  ^  i   V   _x^,^,,^^.^,^        (N^,,^  =  N,„). 

Dès  lors,  toute  la  belle  théorie  des  formes  quadratiques  et 
bilinéaires  que  la  science  doit  à  A\  eierstrass,  Sylvcster,  Kro- 
necker  et  Frobenius,  devait  porter  ses  fruits  par  un  passage  à 
l'infini  ;  c'est  ainsi  qu'apparaît  immédiatement  le  rôle  de  la  sy- 
métrie du  noyau,  cas  auquel  s'attacha  principalement  M.  D. 

[^)  I.  Fredholm,  Sur  une  nouvelle  méthode  pour  la  resolution  du  probl'enut 
de.   Dirichlet   (lo  janvier   1900). 

Ofversitg  af  Kong!.  ^'elensk.aps-Aka(lemicns  [''orhandlingar,  1900,  11°  i. 
Stockholm. 

[•)  i.  Fhedholm,  .Sur  «ne  classe  de  Iransforinalions  rultonnelles.  C.  |{. 
Paris,  t.  i34,  1902  I,  p.  319  et  Sur  une  classe  d'équaiiom  fonctionnelles. 
G.  R.,  même  volume,  p.  i56i. 

(')  I.  Fredholm,  Sur  une  classe  d'cqualions  fonctionnelles.  Acta  Malli.  27. 
1908,  p.  Sôd-Sqo. 
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Ililbcrt  et  son  école.  La  réduction  de  (6)  à  la  forme  canonique 
amena  M.  D.  Hilbert  à  prendre  chaque  équation  intégrale 
comme  source  d'une  suite  de  fonctions  orthogonales  et  à  ratta- 
cher ainsi  l'étude  du  développement  des  fonctions  arbitraires 
suivant  une  suite  de  fonctions  orthogonales,  à  la  théorie  des 
équations  intégrales.  Les  travaux  de  jNL  D.  Hilbert  ont  paru 
dans  siv  communications  laites  à  la  Société  Scientifique  de 
Gottingen  ('),  ce  sont  la  i'%  4""' et  5'""  qui  traitent  de  la  théorie 
pure  ;  les  autres  sont  consacrées  aux  applications.  Tous  les 
résultats  théoriques,  trouvés  par  M.  D.  Hilbert  ont  été  retrou- 
vés et  complétés  à  l'aide  d'une  méthode  directe  par  un  de  ses 
élèves,  M.  E.  Schmidt,  qui,  dans  son  InaïKjuvdl  Dissertation  (^-^ 
donna  un  exposé  très  élégant,  rapidement  répandu  et  utilisé, 
des  piincipaux  résultats  théoriques  concernant  l'équation  inté- 
grale à  noyau  symétrique. 

Le  cas  du  noyau  non  symétrique,  traité  aussi  par  MM.  D. 
Hilbert  et  E.  Schmidt,  appelait  de  nouvelles  recherches.  Déjà 
en  jgoo,  dans  un  travail  très  remarquable,  AL  J.  Plemelj  (^) 
découvre  les  suites  de  fonctions  biorlhogonalcs,  dont  les  fonc- 
tions orthogonales  ne  sont  qu'un  cas  particulier.  Ces  fonctions 
ont  été  retrouvées  par  M.  B.  Heyvood  C")  à  l'aide  d'une  mé- 
thode didentificalion  très  simple,  mais  c'est  à  M.  E.  Goursat 
que  l'on  doit  \\\\  travail  fondamental  (')  où  apparaissent  tous 
les  éléments  essentiels  du  problème  ;  la  notion  de  noyaux  or- 
thogonaux qui  résulte  de  l'étude  approfondie  du  noyau  résol- 
vant, est  l'instrument  de  recherche  commode  qui  rend  inutile 


(*)  ]).  llii,ni;uT,  CiruwJ:i\(j('  chier  a]l<jcuic.incn  Thcoric  dcr  Inli-qraUjlci- 
chungrn  ((joli.  Nacliriclilenj.  Ersle  Miltcilung  i5  mars  190/1),  2'^^^  mit. 
(20  juin  igoV',  3'"'  et  V^'  l'ioo")),  5^''  (190(1)  et  ()'<•  (1910). 

(*i  E.  SciiMiDT,  EnlwickluiKj  v'iUlciirliclicr  Fimctioiwii  nacli  Systeincn  vor- 
ghcschrirbener.  (Juillet  i()o5;  et  Matli.  Annalen,  Rd.  03,  p.   /|33  /17G.    1907. 

(*)  J.  l^LKMEU,  Fredliolinsche  FunclionahjleiciiuiKj.  in  der  Polcnlial  théorie 
(Wicn,  12  mars  i9o3)  et  Zur  théorie  der  l'rcdholnisclien  Fimdionalijleichung. 
(Monatslieflc  fur  Malli.  und  IMiysik.  XV,  lyoS,  p.  gS-iaS). 

'*  15.  He^wooi),  Sur  Vi'<ju<Uion  fonctionnelle  de  Fredholm,  i'"'  partie. 
(II.  de  iriatli.  pures  et  a|)piiquécs,  1908). 

(■')  E.  («ouiisAT,  liecherchcs  sur  les  équations  intégrales  linédires.  (Ami.  de 
la  Vac  de  Toulouse,  t.  10,  2°  série,  190S,  p.  5-98).  ^'oir  aussi  le  travail  de 
M.  H.  Mekgeu,  PIcinclj's  Canonical  fonn.  (Transe.  Caiuljr.  IMiil.  Soc.  :>  i , 
J908,  p.  129. 
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tout  passage  à  la  limite  et  permet  de  traiter  directement  l'équa- 
tion intégrale  dans  le  cas  général. 

Nous  suivrons  une  méthode  mixte  où  nous  utiliserons  les 
travaux  de  MM.  I.  Fredholm,  E.  fJoursat  et  B.  lïevAvood.  Il 
ne  sera  queslion  dans  cette  partie,  que  des  noyaux  et  fonctions 
finies  et  intégrables. 


II.  —  LE  PREMIER  THÉORÈME  DE  M.  I.  I-REDHOLM 

3.  L'élément  analytique  de  la  solution.  —  Considérons 
l'équation  intégrale  : 

(7)  ?  (•'^)  +  >^  I      ^'  (a^s)  ?  (s)  ds  =  f{x) .  (N  (xy)  <  N) 

Si  nous  appliquons,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  de 
Volterra,  la  méthode  des  approximations  successives,  nous 
obtenons  la  série  : 

^{xs)J{s)ds  -+-  X2         }{,{xsj{s)ds  -+-... 

a  J  a 

Ja 

en  posant  comme  dans  le  cas  de  l'équation  de  Volterra  : 

(9)  Np  [xy)  =  1  . . .  j      N  .xs,  )  N  .>',«,)  . . .  N  (.s-,,v)  ds.ds, . .  ds,,. 

Nous  désignerons  l'expression  [ç))  sous  le  nom  de  noyau 
itéré  d'ordre/).  La  série  (8)  converge  régulièrement  dans  l'in- 
tervalle ab,  pour }.  suffisamment pelit  ;  en  elTet,  elle  admet  comme 

majorante  la  série  "^  ^i'Ip,  ce  qui  nous  montre  que  (8)  converge 

pz=o 

complètement  si  X  <  ^t-  Dans  ces  conditions,    nous  pourrons 
écrire  (8)  sous  la  forme  (') 

(10)  ^{x)  =f(x)  —  l  I  'n^{xsl)f{s)d^ 


(•)  Dans  ce  chapitre,   nous  supprimerons  pour  facilité  d'écriture,  les  li- 

iiiitcs  a  et  b. 
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en  posant 

(il)  %(.rvX)  =N  [xy)  —  AN,  (.Tv)  +  ...+(—  i)''À''N,,_j  i.ry)  -f- ... 

qui  sera  appelé  le  noyau  irsoloanl  de  l'équation  intégrale  (7). 
La  forme  (10)  de  la  solution  nous  fournit  une  remarque  im- 
portante :  Le  caractère  analytique  de  la  solution  (10)  par  rap- 
port à  ).,  dépend  en  premier  lieu  de  celui  du  noyau  résolvant. 
L'élude  de  la  solution  (10)  revient  donc  ù  celui  du  noyau 
résolvant  de  l'équation  intégrale  ;  le  second  membre  f{x) 
n'intervient  pas,  comme  on  le  verra  par  la  suite. 

4.  Les  équations  intégrales  du  noyau  résolvant.  —  Au 

lieu    d'étudier    directement    la    série  (11),    remarquons    qu'on 
peut  en  déduire  les  relations  : 

%(a-jX)  =  N(a-y)  —  ^^    /  N(a:s)  [^(sy)  —  l'^i{sy)  H-  ... 

+  (—  ii''-'Xp-'Np_,(.yr)  +  ...]ds 

=  N(.rv)  — À  /   iN(.rs)  %(sjX)(/s. 
et 
%(xj'À)  =  N  (xy)  —  l    j[N{xs  —...-+-(—  i)^-'À^-'N,,_,  (xs) 

-h  ...]  N{sy)ds  =  N(a-j^  —  /    1   %(.rsÀ)N(sy  u/s. 

On  peut  donc  dire  que  le  noyau  résolvant  'Il  (.xy).)  vérilie  les 
deux  équations  intégrales 

ris>.)N(xyi  — %(a-jX)  =  À  I    \(xs)%{syl)ds  =  l  j  %{xsl)^{sy)ds. 

Nous  étudierons  le  novau  résolvant  à  l'aide  d'une  de  ces 
équation  intégrales  et  il  est  évident  que  la  solution  ainsi  obtenue 
vérifiera  aus.^i  l'autre,  par  suite  de  l'origine  commune  (11)  des 
deux  équations  (12). 
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5.  L'équation  associée.  — ■  A  l'étude  de  l'cquation  intégrale 
(-),  il  convient  d'adjoindie  celle  de  l'équation 

(7  a)  <l{x)  +  X    i  N(s.t)  'l{s)ds  =f{x) 

qui   s'obtient   de   la  {)femière  en   permutant   les   variables   di» 
noyau  ;  on  l'appelle  l'éqiialion  associée. 

L'ccjiialion  associée  a  le  même  noyau  résolvant  que  l'équaliott 
primitive.  En  effet  le  même  calcul  montre  que  l'élément  ana- 
lytique pour  la  solution  de  l'équation  (7  a)  est 

L'étude  de  ces  deux  équations  (7)  et  (7  a)  peut  être  faite  en 
môme  temps  ;  elle  est  réduite  à  celle  du  noyau  résolvant  : 

6.  Les  fonctions  entières  de  Fredholni.  —  Les  prélimi- 
naires du  §  I  nous  suggèrent  d'essayer  de  résoudre  l'équation 
intégrale 

(i3)  'll.^.ryX)  =  N(.Ty)  —  il  N(.rs)%(sjÀ)(/s 

par  une  fonction  méromorphe  de  a  : 

(.4)  %(:,.M^^^M±^,tiJ:^;;:;^::^g" =^' 

En  procédant  par  identilication,  nous  obtenons  la  relation 

ï){xyl)  =  N(.Tj)  D(X)  —  À  j  N(rrs)  D{syl)ds 


d'oii 


(i5) 


A,  {xy)  =  rt.N  (xy)  -j  N  {xs)  A,  {sy)  ds 
A, (.TV)  =  a,N(rrj)  -j^{xs)  A,^,(sy)ds. 


26 


TIIKOUIE    DES    EQUATIONS    INTEGRALES 


Pour  parvenir  maintenant  à  la  formule  de  M.  I.  Fredliolm, 
il  suflit  de  nous  imposer  la  condition 


^=  I    Ai,_i(ss)ds 


{i6)  pa,, 

On  aura  en  elTet  : 

A» 
Oj  =  1   N(ss)(/s 

A.  (xy)  =  ^xy)J^{ss)d.s-J^{xs)^isy)ds=  j    |^-(^-;;j  J^^l^^jj  ds 

ou  utilisant  la  notation  commode,  duc  à  Fredliolm 

N(rro',)N(-^iV,)...N(.rog 

__  p^  l^iX.,  ...  0 , 

JO'2    •••  J" 


nous  pourrons  écrire  : 

On  a  ensuite  : 

2\^{xY)=^{xy)   l   Ai{ss)ds  —  2  I    ^(xs)ki(sy)ds 

•ou  écrivant  xi  et  5o  comme  variables  d'intégration   à  la  place 
de  s  dans  la  dernière  intégrale,  écrite  deux  fois  de  suite  : 

2\.j{xY)=  1  ['S{xy)Xi[ss)ds  —  N(.rsi)Ai(s,  v)t/si  —  Xf^sJ  A,(s^y)(/s  J 


ou  encore 


. A,(,r,.)  =J[^(.,r)  n(:;  y  -  N(-,)  n(»;  ^;J 
-^'(»••s)?*('^'^;)]'M.v 

On  reconnaît  sous  le  signe  1   le  développement  du  déterminant 


^{xy)  'S(xsi)  N(œs^) 
Nr.s,j)N(s.s.)N(siS,) 
N(s,j)N(s,s,)  N(s,s,) 


=  N 


y  Si  s, 
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car  on  a  évidemment 

\  y  «i  /  \ }'  Si  / 

On  a  donc  : 
■et  par  conséquent 

La  loi  est  (jéiiérale  ;  en  effet  on  a  : 

=  /  [N(xy)\p_i{ss)  —  N(a:si)A^_i(s,j)(/si 

—  N(xsJA^,_i(6-2j')  —  ...  —  N{xs^,)Ap_i{spy)dsi,]. 


Remplaçant  A^,_i  par  sa  valeur,  on  obtient  sous  le  signe  /" 
le  développement  du  déterminant  : 


^,X  Si  S^  ...  Sp 


•et 


(p—  i)!  -  \y  Si  s,  ...  Sp, 
Par  conséquent  on  a  dans  le  cas  général 

Ap(a;v)  =  — i    Ia^P^'^^---  ^A^g^ig    __^  fis 
'^  P-  J       \y'i  '-2  ■■■  sj  ' 

Nous  avons  ainsi  obtenu  une  solution  de  la  forme  : 


„,(.„)  =  ç^^) 
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OÙ  l'on  a  : 

D(X)=i+X   I  N(s,sOc/s,  + 


Ces  deux  fonctions  (17)  sont  des  fondions  enlicres  de  X  (tordre 
au  plus  égal  à  deux.  En  elTet,  d'après  un  théorème  de 
M.  J.  Hadamard  ('),  le  module  d'im  déterminant  d'ordre /:>  dont 
tous  les  éléments  sont  plus  petits  que  ?S\  est  plus  petit  que 

On  aura  donc  : 

p 

ou  utilisant  la  formule  de  Stirling  approchée 

..  (py 


pi  ,-> 


on  aura 


P 


TT  (6  -  ay 


d'où 

(18)  P^v/M  =vr,  eN(6-a)<A. 

L'inégalité (18)  nous  monlre  que  D  (X)  est  une  fonction  en- 
tière en  (X)  d'ordre  au  plus  égal  à  deux.  Le  même  calcul  nous 
démontre  le  môme  résultat  pour  D  {xyl)  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  ûc  et  j  comprises   dans   l'intervalle  d'intégration  ah. 


('<)  J.  IIadamahd,  llull.  des  Se.  Mnth.,  iSgS,    p.    u'io  el  WiniiNGEn   (/6i(/. 
"jo?-  page  I /S;- 
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7.  L'unicité  de  la  solution.  —  La  solulion  ainsi  obtenue  : 


JO)  ?[^)  =  f{^)  — ''^  j 


€sl  unique  ;  c'est  ce  qui  résulte  immédiatement  du  fait  que  les 
relations  7)  et  (19)  sont  réciproques.  En  elTet,  faisons  l'hypo- 
thèse dune  autre  solution  'fi  [x)  telle  que 


(20)  ?i  (.r)  +  >v   I   N(rrs)  'f,  {s)ds  =J[x). 

Remplaçant  en  (19)  la  valeur  de/(ic)  tirée  de  (20),  on  a,  en 
mettant  aussi  en  évidence  sous   le  signe  f  la  fonction  ç-i  {x)  : 

cp (x)  =  9,  {x)+l   I   [N (xs)  —  %(:rs)0  +  X    /  U (a;A)  N [ts)  di]  9,  (s)(/s 

Mais  en  vertu  des  équations  intégrales  du  noyau  résolvant, 
l'expression  sous  le  /"  est  nulle  ;  on  aura  donc  : 

90:)  =  ©,  [x) 

La  solution  Ç'i  (x)  coïncide  donc   nécessairement  avec  o{x). 

8.  Le  premier  théorème  de  M.  I.  Fredholrn,  —  On  peut 
résumer  tous  les  résultats  obtenus  dans  ce  chapitre  dans 
l'énoncé  suivant  : 

L'cqualion 

c?(rr)  H-  X    /  N(.Ts)  9  (s)  (/s  =J{x) 

où  les  fonctions  N  [xy)  ctf{x)  sonl  des  fonctions  finies  et  inté~ 
^râbles  dans  le  domaine  ab,  admet  une  solulion  et  une  seule 
donnée  par  la  formule 

9(.c)=f{x)-l  f%(xsl)f(s)ds 

où  %  (xy}.)  désigne  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  en  )., 
D(ocj).)  et  D(X),  d'ordre  au  plus  égal  à  deux. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  premier  théorème  de  M.  J. 
Fredholm. 
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III.  —  LES  ZÉROS  DE  D  (X) 

9.  Le  développement  de  log  D  (X)  ;  traces  du  noyau.  — 
L ne  formule  importante,  due  aussi  à  M.  I.  Fredholm,  nous  sera 
très  utile  dans  la  suite.  Remarquons  pour  l'établir  que  la  loi  de 
dépendance  (16;  entre  les  coeflicients  (ij,  et  Ap(xj)  nous  permet 
d'écrire  : 

(ai)  ^-^=jD{ssl)ds 

ou  divisant  par    D  ).),    pour   mettre    en  évidence  au  second 
membre  le  noyau  résolvant  : 

Pour  évaluer  le  second  membre,  nous  allons  nous  servir  du 
développement  Taylorien  1 1 1^  du  noyau  résolvant  ;  nous  obte- 
nons ainsi  : 


/■ 


%(ssA)(^s  =  /«i  —  Xn2  -H...4-  (—  1  y- '>-''-•",,  +... 
en  désignant  d'une  manière  générale  : 

n^,  =  I  X/,_i(ss)(/s. 

Ces  constantes  interviennent  souvent  dans  la  suite;  nous  les 
appellerons  pour  cela,  les  traces  du  noyau  iN  (œy)  ('). 

Remplaçant  en  22  et  intégrant  par  rapport  à  ).,  on  obtient 
la  formule  cherchée  : 

(23)       log  D().)  ::=  n,l  -  n,^-'  +  ...  +  (-  .)"-'  'i')."  +  ... 

la  constante  d'intégration  étant  nulle  puisque  D(o)  =  i. 

('    Spur  fallemand  . 
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10.  Valeurs  caractéristiques  du  noyau.  —  L'importance- 
des  zéros  de  D().)  résulte  du  théorème  suivant  : 

Tout  zéro  Xj,  de  D  ).)  est  un  pôle  du  noyau  résolraut.  Vn 
effet  l'é" alité  : 


^c^ 


D'(À)  =  j  D[ssl)ds 


démonlrée  au  numéro  précédent,  nous  montre  que,  si  ).,,  est 
aussi  un  zéro  de  la  fonction  D(a;y).),  l'ordre  de  multiplicité 
dans  celte  fonction  est  au  moins  d'une  unité  plus  petit  que  dans 
D  (Xj  ;  X   reste  par  conséquent  pôle  du  noyau  résolvant. 

Ces  zéros  forment  un  ensemble  dénombrahle.  Soient  Xj  X.,..,  X^, 
ces  zéros  rangés  dans  l'ordre  de  leurs  modules  croissants. 
Puisque  l'ordre  de  la  fonction  D(X)  est  au  plus  égal  à  deux,  la 
série  : 

1  I  I 

XfT'  "^  a|+'  "^  •■■  ^  Xi+'  ^  ••• 

(c  arbitrairement  petit  converge  sûrement,  ce  qui  nous  donne 
une  indication  sur  leur  densité.  Ces  zéros  jouent  un  nMe  fonda- 
mental dans  la  théorie  de  l'équation  de  Fredholm  ;  nous  dirons 
qu'ils  sont  les  valeurs  caractéristiques  du  noyau  ('  ;  nous 
appellerons  aussi  D  ().!,  fonction  caractéristique  {ou  déterminante) 
du  noyau. 

11.  Condition  de  non-existence  des  valeurs  caractéris- 
tiques. —  Le  développement  de  D  il  en  produit  infini  est  de 
la  forme  : 

oc 

.  D().)  =  e'-^+f^'n'=(4) 

p=l 

en  désignant  par  E(^  )  le  facteur  primaire  correspondant  à  )./,.. 
Si  D(à)  n'a  aucun  zéro,  elle  se  réduira  à  : 


(34)  D(X) 


,«A+PÀ-^ 


(')  Eigenwerte  (Ililbert). 
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•d'où  l'on  décluil  : 

log  D().)  =  aX  -+-  pA-. 

En  comparant  avec  le  développement  connu  23  i  de  log  D(X), 
on  voit  que  : 

rif  =  n,,  =  ...  n^, ...  =  o. 

Ucciproquement,  si  Up  =  o  (/>  >  3,  D(^  )  sera  nécessaire- 
ment de  la  forme  ;2'i)  et  par  conséquent  il  n'y  aura  aucune 
valeur  caractéristique. 

La  condilion  nécessaire  el  siiffîsanlr  pour  (ju'un  noyau  nuit 
aucune  valeur  caraclérisligae  est  que  ses  traces,  à  partir  de  la 
iroisiènie,  soient  toutes  nulles  [*). 

12.  Le  cas  d'un  nombre  fini  de  valeurs  caractéristiques. 

—  Lorsque  les  valeurs  caractéristiques  sont  en  nombre  lini,  la 
l'onction  D   k)  aiua  la  l'orme  : 

(.5)        D(>,)  =  .-+P-(.+i)(.H-i)-('-^. 

d'où  il  résulte  : 

k 

log  1)(a;i  =  aX  -f-  px-  +2^  log(  I  +  -— ") 


€t  en  identifiant  avec  riô)  : 

""^>7'"^x7  +  --^x?      (^^>')- 

Réciproquement,  dans  ce  cas  on  peut  immédiatement  mettre 
D(^^^  sous  la  forme  (26).  Nous  voyons  donc  que  les  traces  du 
noyau  doivent  être,  à  partir  de  la  troisième,  égales  aux  sommes 
des  puissances  semblables  des  k  quantités  À,,  1.,  ...  À,.;  mais  on 
sait  que,  entre  les  sommes  des  [)uissanccs  semblables  de  A- 
nombres,  il  existe  une  même  relation  de  récurrence  de  la  forme  : 

et  vice  versa  (-). 

(')  T.  Lalesco.  —  Sur  l'ordre  de  la  fonction  D  (À)  de  Frcdliolm.  C.  R., 
l.  i/if),  1907,  p.  QoC). 

('^j  E.  GoLUSAT,  Mi'iii.  filr,  \).  ()S,  fl  'I'.  l,\i.Esc.o,  Sur  la  fouclion  D(X)  de 
h'rcdliolnt.  C.  U.,  t.  j'i5,  1907,  [t.   ii3(i. 
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La  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'un  noyau  n'ait 
qu'un  nombre  fini  de  valeurs  caractéristiques  est  qu'il  existe 
entre  ses  traces,  à  partir  de  la  troisième,  une  même  relation  de 
récurrence  linéaire  et  homof/l-ne  : 

ao'h>  +  «i«i>+i  +•••-+-  a^np^k  =  o. 


Lalesco.  —  Théorie  Jes  équations  intégrales 


CHAPITRE  II 

L  ÉTUDE    APPROFONDIE    DU    NOYAU 
RÉSOLVANT(') 

I.  —  l' ONCTIONS  ORTIKXiOMLES  ET  BIOIITHOGONALES 
1.  Définitions.  —  Les  fonctions,  en  nom])re  fini  ou  infini  : 

formcnl  un  syslhnc  orlhogonal  si  elles  remplissent  les  condi- 
tions : 

r 

j  'ri {s)  'ru{s)ds  =  o.^ 

(?,/,  désignant  un  symbole  égal  à  zéro  si  /  ;zf  k  et  à  i   si  /  =:  k. 
Une  suite  (le  fonctions  forme  un   syslcnie   hiort1io<jonal  û  on 
peut  les  séparer  en  deux  groupes  de  fonctions  : 

'i^,(a-)-J;,(.r)...  .];„(x)... 
(|ui  rem|»lissent  les  conditions  : 

9,(s)'J>/,(s)(/s  =  0,.,,. 


Cj  Voir  ù  ce  sujet  : 

J.  Plkmki.j.  Ziir  TItcoric  <lrr  l'redluilmschcn  Gleichunij  (Monalshcfto  fiir 
Malti.  und  l'Iiysik  XV,  p.  g.'J-iaS;  B.  IIicywood,  Mcni.  ciW  ;  E.  («ounsAT, 
Mcm.  c'Ur    Annales  île  la  l'ac.  de  Toiiloiisc|  ;  II    Meiiceii  {Mrm.  citi'). 

Et  tout  récemment  : 

A.  IjANDsiieiw;,  Théorie  dcr  Eleineiilarliciler  liiicarer  IiUe(jralqleichun<icit 
(Malli.  Annalen.,  Bd  fiij,  p.  ay7-a(')G)  i()i<». 


I 
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Un  système  orthogonal  ou  biortliogonal  est  complet  Terme, 
abgeschlossen)  si  on  ne  peut  lui  adjoindre  aucune  autre  fonction 
ou  paire  de  fonctions. 

Les  fonctions  '^p(x)  et  ^■p'x),  au  môme  indice,  sont  appelées 
fonctions  associées. 

Les  fonctions  d'un  système  orthogonal  sont  linéairement  indé- 
pendantes, car  une  relation  de  la  forme  : 

p 

conduirait  en  multipliant  par  Ç/,  (x)  rfo?  et  intégrant  de  a  à  b, 
à  f/,  =  G.  De  même,  1rs  fonctions  d'un  système  biorlhofjonal 
appartenant  à  un  mcmc  (jroupe  sont  aussi  linéairement  indé- 
pendantes- la  même  démonstration,  en  multipliant  par '.La  :'a;)f/£c. 

2.  Orthogonalisation  et  biorthogonalisation  d'une  suite 
de  fonctions.  —  Réciproquement,  étant  donnée  une  suite  de 
n  fonctions  linéairement  indépendantes,  on  peut  en  déduire  par 
des  combinaisons  linéaires,  un  système  orthogonal  de  n  fonc- 
tions. Voici  comment  procède  M.  E.  Goursat'*)  : 

Soient  données  les  fonctions  :  fi)  «pi  [x)  (p->{x) ...  (pn{x  ■  Pre- 
nons <l'i  \X)  =  (pi  (x)  et  choisissons  les  coefficients  d  c-.i ...  Cn  de 
façon  qu'on  ait  : 


/■ 


[?P  («)  —  '^v'r  1  (s) ]  r  1  (s)  (^s  =  o       (p  =  3 , . . .  n) . 

En  posant  : 

tsi-,(x)  —  c,,9,  [x)  =  (i^,(x-)  (p  =  2,...  /i) 

nous  oiitenons  la  suite  de  fonctions  : 

<l\{x)  f-.(x)...  ^„(^x) 
pour  lesquelles  on  a  : 

I  Ojy(x)  'Pi{x)dx  =  o  (p  ^  2,...  n). 

('j  E.  (îoLRs.vT,  1.  c.  (Toulouse,  p.  60j. 
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Les  fonctions  o->{x''- ...  o„  [x)  sont  à  leur  tour,  aussi  linéaire- 
ment indépendantes;  on  peut  donc  leur  appliquer  le  même 
procédé  et  l'on  parvient  ainsi,  de  proche  en  proche,  à  n  fonctions 

(2)  1.,(.r).l.,(.r)  ...  'P„ra;) 

qui  remplissent  les  conditions 

*.(s)l.,(s)Js  =  o      (t;zf/.-). 

Pour  que  l'on  ait  maintenant  aussi 

*^;,  [s]  ds  =  l. 


[• 


■ 


il  sufiit  de  multiplier  *\^t,{x)  par  la  constante 

1 


\/f^l{s)ds 

Le  système  orthogonal  (-j)  ainsi  ohtenu  n'est  pas  unique  ;  en 
effet  les  fonctions 

n 

^À^)  =    ^  «M   ''•/'(•^.'   (/'  =    I  .    •••   «) 
/.—-Il 

011  le  déterminant  |  a,/.  |  est  orthogonal,  forment  aussi  un  pareil 
système  ;  réciproquement,  il  est  évident  qu'on  épuise  ainsi  tous 
les  systèmes  orthogonaux  équivalents  à  (i). 

D'une  façon  absolument  analogue,   considérons  deux   suites 
de  n  fonctions  linéairement  indépendantes 

^'  Hi(^)^2Ur)  ...  •^.(.r) 

telles  qu'aucune  combinaison  linéaire  des  fonctions 'v,,  ce)  ne  soit 
pas  (jrthogonalc  à  la  fois  à  toutes  les  fonctions  ^i,{x)  de  la 
seconde  ligne.  Je  dis  qu'on  peut  en  déduire  un  système  biortho- 
gonal.  En  ellet,  posons  Oi  -x)  ^^  <l'i(a:)  et  désignons  par  M,  (a?) 
une  combinaison  linéaire  toujours  existante  des  '^^ix)  telle  que 


/ 


'|.,(s)'f,(s)c/6-;zfo. 
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Déterminons   maintenant   les   coefTicients  Ui  a.i  ...  an  et  6., 
63  ...  bn  de  façon  qu'on  ait 


/ 
/ 


[(P  =  2,  ...  n) 


et  posons  : 


.  (p  =  2,  ...  /i). 


Nous  obtenons  les  fonctions 

'^i(x)  o.^{x)  ...  •f„(a;) 

et  l'on  a  les  relations 


/• 


Les  fonctions 

(4) 


Q.,ix)  cp3(j-)  ...  <f„(a;) 


sont,  dans  chaque  groupe,  aussi  linéairement  indépendantes  et 
aucune  combinaison  linéaire  des  ç/  ne  peut  pas  être  orthogonale 
à  la  fois  à  tous  les  'b,  car  comme  elle  est  déjà  orthogonale  à 
Wi{x)  elle  serait  alors  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  'i>},{x) 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Le  système  (/î)  jouit  donc  des  mêmes  propriétés  que  le  sys- 
tème primitif  (3)  ;  on  peut  donc  lui  répéter  la  même  opération 
et  l'on  arrive  ainsi  de  proche  en  proche  à  a  paires  de  fonctions 
^,,{x)  et  %)(x)  qui  satisfont  au\  conditions 


/ 


*I>,  (s)  U",;  (s)  (/s  =  0       si       i  -pf  k 
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et 


I  %,isyv„{s)dsXo: 


si  l'on  multiplie  enfin  la  paire  <I>;,(£c)  et  %,(./•)  par  la  constante 
on  obtient  le  système  biorlhogonal  cherché. 


s/f4>p{s)Wp{s)ds 

Ce  système  n'est  pas  unique  ;  en  effet  si  nous  poson^ 


(5) 


les  fonctions  ^p{x)  et  H  „  (a?)  formeront  aussi  un  système  hifir- 
thogonal,  à  condition  qu'on  ait  : 

n 

(5')  V  m,  h,,,  =  0,/,       (/,  U=  i  ...  n). 

r:=I 

Le  déterminant  |  «;/,  [  ;zf  o  est  arbitraire  ;  les  relations  (.")') 
déterminent  alors  d'une  façon  unique  le  déterminant  |  ^,7,  |  . 

Hécriproquement,  la  double  substitution  (5),  que  nous  appel- 
lerons substitution  biorthogonale,  fournit  le  système  biortho- 
gonal  le  plus  général  équivalent  à  Cd). 

Les  piocédés  réguliers  de  réduction  précédents  sont  évidem- 
ment a[)plicables  aussi  au  cas  où  les  suites  (1}  et  (3)  sont  inli- 
nies  ('). 

n 

3.  Les  fonctions  de  la  forme  '^  {■''}')  =    \  r/-  •'')  ':'/'(/)•   — 

Nous  aurons  besoin  dans  la  suite  du  théorème  suivant  : 
Si  une  fonction  'i/{xy)  à  trace  finie  rérijie  lu  rehition 


(6j  cp(rrj)  =     (  ç 


xs)  <^(sy)ds 


(')  On  peut  consulter  sur  la  lliroric  générale  des  syslèmcs  biorlhogonaux, 
un  nn<'inoire  tout  récemment  paru  ;  A.  J.  lii;LL,  /i/t»r//iof/o»«/  Systems  of 
Jonrlions.  (Trans.  Am.  Mat.  Society,   njii)- 


l'étide   appuofomhe   nu    .NOVAU    BÉSOLVANT  3() 

elle  est  nécessairemcnl  de  la  forme 

(7)  'f  i {^)  '^1 0')  -+-  ?2 (x)  6, <y)  -+-...  +  cp„(T)  ^„(v) 

les  fonctions  'd  et  'b  formant  les  deux  groupes  d'un  système  bior- 
thofjonal. 

Remarquons  d'abord  que  la  trace  est  nécessairement  un 
nombre  entier  et  positif.  En  effet,  considérons  o  [xy]  comme 
noyau  d'une  équation  de  Fredholm  de  seconde  espèce  ;  en  vertu 
de  la  relation  (G)  tous  les  noyaux  itérés  sont  identiques  et  par 
conséquent  toutes  les  traces  du  noyau  sont  égales  à 

9i  =     I  ^{ss)ds. 

On  aura  donc  : 

logD(>.)=?i[7-'^  +  ...  +  (-i)"-'^;" +...]= 'f.Iog(i+X) 

d'où 

(8)  l^(>0  =  (i  +  >-)•' 

ce  qui  montre  bien  que  '>i    est  un  nombre  entier  et  positif  n. 
Cela  posé,  formons  la  fonction 

Cette  fonction  vérifie  aussi  (6)  mais  sa  trace  est  n  —  i. 
En  effet,  on  a  : 

j^,(..,„(.,)<'.=/[,(..)-•i^^][.(.v)-^^^]<<. 

'^^^^■'  ?(a?iji)  ¥(a-jji)  'PWO 

La  trace  est  : 

oJss)ds  =    I  o(ss)ds  —  -    •  '■   '/  '  ^  ;LiZ —  =  n  —  i». 
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On  peut  alors  appliquer  à  la  fonction  ©i  icj)  le  même  pro- 
cédé qu'à  ç;  xy)  de  sorte  qu'on  pourra  écrire  ''■f{xy)  sous  la 
forme 

?kv)  =  ^^(a)^^{y)  +  o.^{x)'l,(y)  +  .  .  .  +  o„(.t)^„(j)  +  X(.Ty) 

'/■(xy)  étant  une  fonction  vérifiant  la  relation  (0)  mais  ayant 
une  trace  nulle;  je  dis  maintenant  que/,(xj')  est  identiquement 

nulle.   En  eiïet  son  noyau  résolvant  serait  :  ^^^'^: ,  ce  qui  est 

impossible  car  D(X)^i,  comme  cela  résulte  de  (S)  en  \ 
faisant  çii  =  o  ;  on  a  donc  'A{xy)  ^  o. 

Les  conditions  de  biorthogonalité  résultent  dès  lors  en  écri- 
vant que  l'expression  (7)  vérifie  la  relation  (6).  On  doit  avoir 

p  =  I 

ce  qui  met  bien  en  évidence  les  relations  de  biorthogonalité 
demandées. 

Réciproquement,  il  est  évident  que  toute  fonction  o{xy)  du 
type  (7  a  sa  trace  entière  cL  vérifie  la  relation  (6).  On  peut 
donc  dire  en  résumant  : 

La  condition  nécessaire  et  sullisante  pour  qu'une  fonction 
<]p(xy)  à  trace  finie,  soit  de  la  forme  7),  est  qu'elle  vérifie 
l'équation  (6). 
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4.  Noyaux  orthogonaux.  —  Cette  notion  fondamentale  est 
due  ù  MM.  E.  Coursât  (')  et  li.  IlcyAvood  (-)  ;  elle  est  indis- 
pensable pour  éviter  les  passages  à  la  limite  algébriques  et  se 
dégage  d'ailleurs  tout  naturellement  de  l'étude  approfondie  du 
noyau  résolvant.  Il  est  utile,  pour  d'autres  recliercbes  aussi,  de 
la  présenter  directement. 

{'  )  E.  GounsAT,  Sur  les  rq.  intégrales  (C  R.  lAô,  p.  ()Ci~,  1907)  et  Sur 
ijuel'jues  propr.  des  vij.  inlcijrales  (même  tome,  p.  ']-^2). 

{-'/  H.  Heywood,  .Sur  quelques  points  de  la  théorie  îles  fns  fond.  etc.  (fl.  R. 
i'|J,  p.  'J<'<^,'.  Voir  aussi  la  noie  «le  M.  I'kjmih  ([>.  90«j  . 
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Deux  noyaux  P(a;y)  et  R(a;}')  sont  orthogonaux,  quand  on 
a  identiquement 

/  V(xs)R{sY)ds  =  o 

(9)  !   '  , 

/  R(xs)V{sy)ds  =  o 

Lorsque  l'une  seulement  de  ces  relations  est  vérifiée,  nous 
dirons  avec  M.  Goursat  que  les  no\aux  sont  semi  orthogonaux. 

Lorsque  deux  noyaux  l^(xy)  et  R(xj)  sont  orthogonaux, 
remarquons  en  outre  que  l'on  a  aussi 

P{xs)ii{{syx)ds  =  I  n{xs)$(sYl)ds  =  o. 

Il  suffit  de  se  rappeler  la  formule 

Si{xyl)  =  1\{xy)  —  ÀR,  {xy)  H-  ...  (—  i)i'À''R^,(a-r)  +  ... 

Les  noyaux  orthogonaux  jouissent  des  deux  propriétés  sui- 
vantes : 

L  Si  ks  noyaux  P(xy)  et  i\{xy)  sont  orthogonaux  ou  même 
semi  orthogonaux  [Goursat)  et  si  Con  pose 

^{xy)  =  P{xy)^l\{xy) 
on  a 

IL  Si  les  noyaux P{xy)  et  \\ixy)sont  orthogonaux,  on  a,  aoec 
les  mêmes  notations 

%(xy)  =  [î{xy)  -+-  S{(xy). 

Le  premier  théorème  résulte  immédiatement  en  ajoutant 
membre  à  membre  les  deux  relations  : 

log  D,(X)  =;,^À  —  p,-      +  ...  -+-  (_   l)"-'/V.,-^      +  ••• 

log  D„(X)  ==  /-.X  -  rS  +  ...  +  (-  i)"-*'-«|)"  H-  ... 
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ce  qui  donne 

log  D..(A)1)^(X)  =  (/).  +  rOX  -  (in  +  r,)^    4-  ... 

X" 

Il  suflit  maintenant  de  remarquer  que  l'on  a 
"i  =  Pi  -h  ri 

«2  =      1       P(SiS2)    H-   R(SiSo)T(SjS,)  -t-  I\(SoS,)](/Si(k,, 

0») 

=  pa  H-  To  H-  2  I  P(sjSo)R(s2S,)cfs,(/Si 
or  en  vertu  de  l'une  seulement  des  relations  (t))  on  a  : 

I    P{SiS.,)li(s.2Si)dsids2  =  o 

l'a 

d'où  il  résulte 

u.2  =  Pi  H-  r.'. 

La  loi  est  maintenant  générale  ;  en  efl'et 

n,,  =  j   rP(s,s,)  4-  R(s.s,)  [Pi>,s,)+  R(s,S3)'  -+-  ... 

H-  [PGvi)  -^  R(vi)/'*i''^i  •••  ^*"?  ^P'/  "^^  ''7  +  "'• 

a,  étant  une  somme  d'intégrales  qui  sont  toutes  nulles  en  vertu 
de  l'une  quelconque  seulement  des   relations  (9).   On  a  donc 

log  D,(À)  =  log  D.,(X)  .  1)„(X) 

d'ofi 

Pour  démontrer  le  second  théorème,  parlons    des  équations- 
de  définition  des  noNau\  résolvants  ;  ce  sont 

S{xyl)  =  P(xv)  —  xi   V{xs)^syl)ds 
(■o) 

gi(.rvX)  =  R(irv)      -  X    1    lU.rs)^i{(sTX)(/s 
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d'où  par  addition 

^.(a-j)  +  ^^a: v)  =P(x v) + R  (ar v)  —À    /   [l^^sj^^sjX) H- R(xs).0l(sjX)l  ds 
on  encore 

(il)  =P(.Tj)-|-H(.Tr)— X    /  rp(a-s)+R(a;s)jrîrsjÀ)+gi(sj).)V/s 

car  les  intégrales  introduites 

I   P(xs)S{.{syl)(h      et         j   l\{xs''T(sYl)ds 

sont  nulles. 

L'équation  (ii)  montre  précisément  que  le  novau  résolvant 
de 

P{xy)  -+-  R(:rv)      est       ÎGtvÀ)  +  Si(xyl). 

5.  L'équation  intégrale  générale  des  noyaux  résol- 
vants- —  >«ous  avons  vu  (p.  24)  que  le  novau  résolvant  véri- 
fie les  deux  équations  intégrales 

(12)   N(rry)-'n<aTX)^À   j  N(xs)%(srÀ)(/s  =  À  j  •n{xs\)^{sy)ds. 

Ces  équations  sont  des  cas  particuliers  de  l'équation  inté- 
grale plus  générale  (^)  suivante  : 

[iS)       Ihixyl)  —  Mli^ccj;}!;  =  (fi  —  Àj    i    %('a:sX^j 'il,  (sjjjij  ds. 
Pour  l'établir,  retranchons  membre  à  membre  les  équations 

^    jds 

;i4) 


i  N  (07)  —  %  (xyl)  =  X  /  N  ixs)  11:1  (s^'Xj 
/  N  (ary)  —  'W)  (xjfx)   =  .a  i   N  (xs)  %  (s/jx)  t/s 


ce  qui  nous  donne  : 

(r4')       %I3tX) — '%(a;j[jj  = 

:{x  I  N  (ars)  ML  \syii)  ds  —  X  j   N  [xs)  %  isyl)  ds. 

(')  Elle  a  été  signalée  par  MM.  Hii.nEUT  et  Pi.kmelj. 
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Pour  obtenir  la  valeur  du  second  membre  autrement,  faisons 
dans  la  première  équalion  (i/|)  x  =  t,  multiplions-la  par 
ij.\\  {xlu.)dl\  de  même  dans  la  seconde  faisons  >'  = /,  multi- 
plions par  ).'IV(/j).)f//;  intégrons  et  faisons  la  dilTérence.  On 
obtient  : 

[\L  —  l)   i  '\\<{xl^)'\\^[iy'k)dL  =  -^   1  ^(xt)%{tYii)dt 

En  combinant  l'équation  (i4')  avec  celle-ci  on  obtient  l'équa- 
tion intégrale  cberchée. 

Ce  qui  rend  cette  équation  intégrale  particulièrement  inté- 
ressante c'est  que  le  noyau  générateur  N  [xy)  n'y  Jî(jure  phis. 
C'est  donc  une  équation  que  vérifient  tous  les  noyaux  résolvants 
et  qui  acquiert  ainsi  le  caractère  d'une  opération  analytique  in 
abs tracta  dont  (i3)  pourrait  servir  comme  équation  de  défini- 
lion. 

6.  La  partie  caractéristique  d'un  noyau  résolvant  rela- 
tive à  un  pôle.  —  Soit  Xi,  une  racine  de  D(À)  de  multipli- 
cité n;  nous  avons  vu  (p.  3i,  n"  lo)  qu'elle  sera  un  pôle  })our 
le  noyau  résolvant  ;  soit  m  <^  n  l'ordre  de  ce  pôle.  Le  noyau 
résolvant  pourra  alors  s'écrire  dans  le  voisinage  ).  de  /,,, 


/- .N  ■», fa:vX^  —  -^J'A'^y)^  +     ?'»-i  M       , 

-+-  ^^^-^  +  £  U^y){>^  --  >i)"  =  Cî.GrjX)  4-  i£{xyl) 


P 


=r   0 


en  désignant  pour  abréger  par  (ji  (xjX)  la  partie  principale  rela- 
tive au  pôle  X,, 

Nous  nous  pro[)osons  d'étudier  de  plus  près  les  fonctions  (jp(icy) 
<ii'i){xy).  Kemplac.ons  ])our  cela  dans  l'équation  générale  (r 3) 
IL(icjX)  par  sa  valeur  (lij)  et  })Osons  pour  abréger  X  —  1^  =  11 
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Cl  u.  —  ^1  =  A-,  on  obtient 

p  =  I 

=(A--'.)('[°^^?-'+...+^-^^+2*-(-)'"'][-#+- 


p  = 


ou  après  simplification  par  A'  —  A 


A7t  A'"A'«    L 


+ ^  'l'ï.C'^j)  r^''"'  +  ^■^'^"' + ••• + ^•''-*] 

lO)  <  m  ,  ^        ^ 

Pi'/  =  '  P'/ 

V  A"    /'  V  /' 

M   '^    J  PI  J 

Le  second  membre  de  (i6)  contient  quatre  sommes  de  termes. 
Si  nous  considérons  d'abord  la  première  somme  dont  les  termes 
contiennent  A  et  A  à  la  fois  au  dénominateur,  elle  nous  donne 
par  identification  avec  le  premier  membre,  les  relations 

(17)  ?;'+'/-•  (-^j)  =   (    ?p  C'^s)  ç,^  (sj)  (/s  p  +  ^  <^  ,„  +  I 

tant  que   l'indice  p  +  7  —   i    existe,    c'est-à-dire    tant   que 
/>  -t-  Y  —  I  •<  m  et 

(18)  I    Oi,{xs)o,j{sy)ds  =r.  o         p  ^  q^  m-^-  \ 

[)our  le  reste. 

Les  termes  des  secondes  et  troisièmes  sommes  du  2"  membre,, 
n'existant  pas  dans  le  premier,   on  aura  pour  tous  les  indices  : 

(  1 0)  i   V,  (.rs)  4^,,  (,s7)  ds  =  j    'l,,  (xs)  ç,^  (sy)  ds  =  o 
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■  ce  qui  nous  montre  dès  le  tlé'out  que  toutes  les  Ibnclions  o{xy) 
sont  orlliogouales  aux  fondions  'i' (.'■)')  en  d'autres  mots  que  les 
fondions  G,  (.x"V^>)  d  '■^{xyl)  sont  orthof/onnlcs  pour  loiilc  valeur 
de  ^ .  Enfin  la  quatrième  somme  nous  donne  les  relations 

(20)  —  ?/.+?  M  (^v)  =   I    '!^,,  (a-s)  'i/,,  (sy)ds. 

Inversement,  les  relations  (17)  et  (18)  étant  remplies,  Gi  (xyl) 
est  un  noyau  résolvant  à  lui  seul,  car  il  vérifie  dans  ces  condi- 
tions l'équation  générale  des  noyaux  résolvants  ;  il  est  par  con- 
séquent le  noyau  résolvant  de  : 

U,{X)  ,  Oj  _  ^_  ^^^^^,„  +  ^_  ^^^,„_,  +  ...-+-   __  ^^ 

qu'on  appelle  /a  parité  du  noyau  relative  au  pôle  >, ,. 

En  vertu  d'une  remarque  précédente,  la  partie  du  noyau 
relative  au  pôle  ) ,  <'.s/  orthof/onale  au  reste.  On  peut  donc  l'étu- 
dier séparément.  Remarquons  enfin  que  le  noyau  '^(-l'y)  n'a 
plus  )>,  comme  valeur  caractéristique. 

7.  Fonctions  principales.  —  Pour  trouver  l'expression  gé- 
nérale des  fonctions  o,,  (x-y),  il  sullira  donc  de  résoudre  le  système 
d'équations 

.(21a)  'r„+q- ,  (.ry  )  =   I    ?;,  [rs)  (i,  (sy)  ds  p  +  r^  <  /u  +  i 

■  {21b)  °  ^^  I   'r /'(•'■*■)  S^v  (*'j) ''*'         P  -1"  7  >  '«  +  I 

qui,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  caractérisent. 
Faisons-\  d'abord  p  ^^  q  =  1  ;  ceci  nous  donne  l'équation  : 

9i(^j)  =  I    'ri(^s)?.(iv)(/s. 
Or,  puisque  la  trace  de  ç,  (.rj)  est  finie ('),  cette  fonction  sera 

f)  Cela  résulte  fin  fait  que  la  trace  de  (i  (xyl)  est  finie  ponr  ).  ^  Âj  ', 
■d'une  façon  plus  précise  on  a  : 

.«lonc  : 


j'S,  ,  Us\  ds  =  »l. 
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nécessairement  de  la  forme 

?i  i^y)  =  ?i  i^)  '^i  (y)  +  ...  +  'rn{x)  'Kiy) 

les  fondions  Ç/  et  '|»  formant  les  deux   groupes  d'un  système 
biortiiogonal ,  (p.  38,  n"  3). 

Faisons  ensuite  y  =^  2  et /j  quelconque  et  inversement;  on 
•obtient  les  relations 

(22)        ç^,_^,(a-j)=   I    ç^,  (a:s)  cp  Jsv)  (/s  =   j    r.  (a:s)  ç^,  (sy)  (/s 

•dont  la  première,  pour/>  =  i  : 

nous  montre  que  '^,  (^cj)  est  fonction  linéaire  des  ©  et  'b  séparé- 
ment. On  aura  donc  nécessairement 

p 
{23  a)  m  {xy)  =  ^  «,/,  t;,-  (  x)  iL^  (j) , 

i,  k  =  I 

Les  relations  (22)  suivantes  nous  donnent  alors  les  valeurs 
•des  autres  fonctions 


Nous  disons  maintenant  que  les  autres  relations  (21a)  de  la 
première  série  sont  des  conscquenccs  de  cciles-ci.  En  effet  consi- 
dérons la  relation 

/^ 

?P+<i-i{^y)=  j  ?i*(-^'s) ¥7 («/)''«•  • 

Si  nous  remplaçons  Ç/)>(a'j)  par  sa  valeur   /  'Sip_i{xs)'i'>{sy)ds 
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tirée  de  (9.3  6),  on  obtient  : 

^^^^_i(xY)=  j  ^,,-i{xs)^.,{sl)o,^(lY)dsdl=  j  ?,,-i(.Ts)o,^+,(sy>/s. 

On  peut  donc  augmenter  ou  diminuer  d'une  unité  les  indices 
p  et  q  ;  l'application  répétée  de  cette  opération,  réduira  donc 
toute  relation  (21  a)  à  l'une  quelconque  des  relations  (23  b). 

De  même  pour  le  second  groupe  (216)  ;  par  l'application  ré- 
pétée de  la  même  opération  on  pourra  rendre  toujours  un  des 
indices  égal  à  m  ;  nous  aurons  les  m  identités  : 

I    <ç ,„  (xs)  o,,  (sy)  f/s  =  o  ( A-  =  3 , . . .  m) 

dont  la  premiiTe  seule  : 

(24)  I     ?m(-Ts)(«f,(sv)(/s  =0 

est  distincte;  les  autres  en  sont  des  conséquences.  En  efTcl  : 

I   9,„^a;s)'f/,(sy)(/s  =   I    9,  (.rs)œ.2(s<)  «/,_,  (.sv)(i/</s  =  o. 

Pour  énoncer  simplcmonl  les  résultais  auxquels  nous  sommes 
parvenus,  nous  dirons  d'abord  que  les  fonctions  Ç/  et  d»  forment 
un  système  de  fonctions  principales  et  nous  remarquerons  en- 
suite que  les  formules  (23//)  expriment  en  réalité  que  les  noyaux 
Z)k(xy){li  >  2)  s'obtiennent  de  'Y-i^y)  P^''  itérations  succes- 
sives; la  condition  (2^1)  peut  enfin  s'énoncer  en  disant  (|ne  le 
m  —  1  noyau  itéré  de  '-fii-cy)  est  identicpiemcnt  nul. 

Un  i)cut  alors  résuuïcr  les  résultats  obtenus  sous  la  forme 
suivante  : 

a)  La  fonction  'fi(.ry)  est  une  somme  de  produits  de  fonctions 
associés  d'un  système  hiorthorjonal ;  on  a  : 

n 

(34')  'hM  =  ^'i,{-ryiAy)- 
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6)  La  fonction  's>  (asy)  est  une  forme  bilinéaire  des  fondions 
principales  ;  on  a  : 


(24')  ?2 i^y)  =  2  "'■/' ?i (■'^)  '^/'  (j) 

i,k  =  I 

c)  Les  autres  fonctions  (pk{xy)  s'obtiennent  de  O.Jxy)  par 
itérations  successives  ;  si  le  pôle  est  d'ordre  m,  le  ni  —  i  noyau 
itéré  de  '-Pi^xy)  est  identiquement  nul. 

Réciproquement,  la  méthode  suivie  nous  montre,  qu'étant 
donné  un  système  biorthogonal  de  2n  fonction  (p  et  'i,  un  ta- 
bleau de  constantes  j  ant  |  tel  que  le  m  —  i  noyau  itéré  (m  <;  n) 

de  ^   aii/S/i{x)'bi;(y)  soit  nul  identiquement,  la  fonction  Gi{xy) 

formée  avec  ces  éléments  d'après  la  formule  (i5)  sera  bien  la 
partie  caractéristique  d'un  noyau,  relative  à  un  pôle  d'ordre  m. 


III.- LE  SECOND  ET  LE  TUOISIÈME  THÉORÈMES  DE  FREDIIOLM 


8.  L'étude  directe  des  noyaux  de  la  forme    7   «;.(j^)^'0')  ; 

p  =  I 
rang  d'une  valeur  caractéristique.   —  Nous  placerons  à  la 
tête  de  ce  chapitre  l'étude  directe  faite  par  M\I.  E.  Goursat  (')  et 
E.  Schmidt  (-)  des  noyaux  de  la  forme 

(25)   l^(xy)  =  ai{x)b^:y)  -+-...+  «;,(»') ^.(j')  +  •••  +  a„(x)b„{y) 

tant  en  raison  de  sa  simplicité  que  pour  son  importance  intrin- 
sèque. 

Le  noyau  Gi{xy)  qui  correspond  au  pôle  multiple  Xi,  étant 
aussi  un  noyau  de  cette  forme,  nous  aurons  à  en  tirer  partie 
pour  l'équation  générale. 


('j  E.  GouRSAï,  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredhobn  (nullcllii 
de  la  Soc.  Malli.  de  France,  t.  3.t,  1907,  pag.  167-173). 

C^)  E.  Schmidt,  Kntwicid.  ivillk.  \funrt.  II  Tcil  (Math.  Ami.  Md.  G^, 
pag.  iGi-17^). 
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L'équation  de  Fredholm  s'écrira  dans  ce  cas 


+  a„  [x)  j  6„  {s  ;  'f  {s)  ds  \--=f[x). 


<25' 


En  posant  : 
■(2  G)  K,,=  1   bj,{s)o{s)ds 

nous  voyons  que  r}'{x)  est  de  la  forme 

.(27)    ^{x)  =/(a-)  —  À'R,«i(a-)  +  K,a,(.T)  -+-  ...  +  K„a„(a:)\ 

Pour  délerminer  les  constantes  K^,,  remplaçons  la  valeur  (27) 
■de  9  x)  dans  les  équations  (26);  ceci  nous  donne  les  /«  équations 
linéaires  à  n  inconnues 


.(28) 


s)(/s-'-K2   I    a2{s)h,,[s)ds 


À     K,    I   ai(s)/>^,(s 

A»  — j  ■» 


1,2,  .../l) 


•dont  le  déterminant  est 


D(X)  = 


•en,  posant 


X-3t.2i       I  +  Xaoj    . . .         Xao,i 


Xa„j  Aa„2      ...    I+Xa„„ 

h»i  =   I    a/.(s)6,/(s)t/s. 


La  théorie  des  équations  linéaires,  appliquée  au  SNstème  (28) 
nous  permet  donc  d'énoncer  les  résultats  suivants  : 

a)  Si  le  (lélcnninant  caraclcri.slitjiie  D(x)  est  ;zf  o,  le  système 
(28)  admet  un  seul  système  de  solutions;  donc  dans  ce,  cas 
l'éfjualion  de  Fredholin  (25')  admet  nue  solution  et  une  seule 
donnée  par  l'expression  (27). 
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b)  Si  D(ai)  =0  —  ce  qui  a  lieu  pour  «valeurs  de  X  — ce  sont 
les  équations  linéaires  (28)  homogènes  qui  admettent  des  solu- 
tions. Si  l'ordre  du  mineur  principal  du  système  (28) est  r,  pour 
>  =  À,  (le  mineur  est  un  déterminant  d'ordre  n  —  /■),  la  solu- 
tion générale  du  système  sera  de  la  forme  : 

Kp  =  piiui^,  H-  pa/Mop  H-  ...  -+-  p,.;n,.p  (p  =  i^...^  n) 

Oi  p.,  ...  0,  étant  des  paramètres  arbitraires.  Remplaçant  les  va- 
leurs des  Kp  ainsi  obtenues  dans  l'expression  (27)  de  ^/{x)  (oïi 
Ton  doit  faire /(x)  =  o)  nous  obtenons 

o{x)  =  —  >M:Pi?i(a;)  H-  p2?.2(£c)  H-  -..  H-  pr^rix)] 

et  les  fonctions 

Og(x)  =  m,jiai(x)  -h  m,i.a,{x)  H-  ...  -1-  »),^„a„(.r)  {q  =  1,...,  r) 

sont  linéairement  indépendantes. 

Dans  ce  cas  donc,  c'est  l'éqiiailon  homogène,  sans  second 
membre  qui  admet  r  solutions  linéairement  indépendantes. 

On  les  appelle,  les  solutions  fondamentales  de  l'équation  inté- 
grale (25'). 

Nous  appellerons  rang  d'une  valeur  caractéristique,  le  nombre 
des  solutions  fondamentales  linéaires  indépendantes  que  l'équa- 
tion homogène  possède  pour  À  =  )>i.  Dans  notre  cas,  le  rang 
de  X,  est  r. 

c)  L'équation  associée 

4-  {x)  -h  À  i    [oi  (s)  è,  (a?)  -f-  . . .  H-  an{s)  6„  (a;)  J^  {s)4s  =f{x) 

s'obtient  de  (26')  en  échangeant  les  fonctions  a^(x)  et  b,^'x) 
entre  elles.  Le  terme  général  du  déterminant  caractéristique  de 
(25)  étant 

«i/.  =  I  ai{s)hk{s)ds, 
celui  pour  l'équation  associée  sera 


/' 


52  THÉORIE    DES    ÉOLATIONS    I.NTÉGUALES 

Les  flélcrmiiKiiils  caracU'rislifjiics  sont  donc  idcnliqnes,  puis- 
qu'on déduit  l'un  de  l'autre  par  l'échange  des  lignes  avec  les 
colonnes. 

L'éniiation  associée  a  donc  exactement  les  mêmes  valeurs  ca- 
rarlérisliqnes,  chacune  avec  la  même  multiplicité  et  le  même 
ran(j. 

d)  Considérons  maintenant  l'équation  (26')  —  pour  une  valeur 
caractéristique).! — ,  mais  avec  second  membre  non  nul.  Pour  que 
les  équations  (28)  soient  compatibles,  il  laut  et  il  sufllt  que  les 
déterminants  bordés,  formés  avec  le  mineur  principal,  soient  tous 
nuls.  Il  y  en  a  r  pareils  déterminants  ;  par  conséquent  il  y  a,  au 
plus,  /•  conditions  indépendantes.  Au  lieu  de  les  obtenir  directe- 
ment par  la  méhode  algébrique,  remarquons  que  si  l'on  multi- 
plie  par  'bp  (x)  dx  l'équation 

f[x)  =  ç  (rr)  +  ),i  I    N  (xs)  o  (s)  ds 
on  obtient  par  intégration 

j  f{s}l,,{s)ds=  j  ois)-i,,(s)(/s4->i  I    •|,,(.-r)N(xs)cp(s)</.s-(/.rJ 

//('/)=l,..,r) 

ce  qui  nous  donne  /"  conditions  nécessaires  distinctes  ;  elles  sont 
aussi  suffisantes  parce  que  les  conditions  données  par  les  déter- 
minants bordés  sont  exactement  de  la  même  l'orme  et  ne  sont 
pas  plus  nombreuses. 

9.  Fonctions  fondamentales;  noyau  canonique.  —  Re- 
prenons maintenant  l'étude  du  noyau  (ii  (xy).  Nous  avons  vu 
dans  le  clia[)ilrc  précédent,  comment  on  est  conduit  à  la  no- 
lion  des  fonctions  principales.  Ces  fonctions  ne  sont  évidem- 
ment définies  qu'à  une  substitution  biorlbogonale  près  ;  une 
question  qui  se  pose  à  présent,  est  à  profiter  de  celte  indétermi- 
nation, pour  rendre  le  sysième  particulièrement  simi)lc.  Cette 
question,  d'après  un    arlilicc  à  présent  classique,    revient    au 
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problème  de  la  réduction  à  la  forme  canonique,  de  la  forme  bi- 
linéaire  (') 

(29)  >^'flM  +  ?2(-'rv). 

Or,  il  est  facile  de  montrer  que  son  discriminant 

X-j-fli,      a, 2       ...        «, 

a.,i      l-ha,2  ■.■        a.2„ 

A{X) 


est  identiquement  égal  à  À". 

En  effet,  si  l'on  prend  '-fiixy)  comme  noyau  d'une  équation 
intégrale,  son  déterminant  caractéristique  aura  pour  terme  gé- 
néral, d'après  les  propriétés  précédentes  : 


J" 


«,A=       ?/(«)L«Ai't'i(s)  + 


^kp'Vp{s) 


aioi'\'n{s)]ds  ^  ai,i. 


Le  déterminant  caraclérislique de  (ùi{xy)esl  donc  X"A(  y  );  or, 

il  est  identiquement  égale  à  i,  puisque  92  (-kj)  est  un  noyau 
sans  constante  caractéristique,  son  n  —  i  noyau  itéré  étant 
identiquement  nul.  On  a  donc  bien  A  (À)  =  À". 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  déterminant  A  (X)  n'a 
qu'un  seul  diviseur  élémentaire  ;  le  déterminant  canonique  à  un 
seul  diviseur  élémentaire  est 


(3o) 


Il  existera  donc  dans  ce  cas  une  double  substitution  linéaire 
qui  transforme  (29  ;  en  : 


X  «, 

0 

... 

0 

0  X 

a-z 

0 

0  0 

X 

«/.-i 

0  0 

0 

X 

X[<l>,(x)W,(j) 


'i'nixyVniy)] 


(')  Celle  théorie  csl  magisiralemer.t  exposée  suivant  les  idées  de  M.  G. 
Darboux,  dans  le  mémoire  : 

L.  Sauvage,  La  tliéorie  des  systèmes  des  cqualioiis  différentielles  linéaires. 
(Annales  de  la  Fac.  de  Toulouse,  1894}. 
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Les  nouvelles  fonctions  <!>  et  Y  forment  aussi  un  système  bi- 
ortliogonal,  puisque  Oi  (xy)  a  conservé  exactement  la  même 
forme  ;  quant  à  92 (.rv),  elle  a  pris  la  forme  canonique 

1  —  I 
(3i)  ?,(a)j)  =  2  "v^v  (^)'^i-i  0')' 

les  constantes  a^  étant  diffcrentcs  de  zéro  mais  autrement  arbi- 
traires. Nous  les  appellerons  les  fondions  fondamentales  rela- 
tives à  la  valeur  caractéristique  1^.  Les  autres  fonctions  s'ob- 
tiennent dès  lors  par  itération  ;  on  a 

n  —  3 

/  ?"  {xy)  =  aia.> ...  a^,<I',,(a;)  W„{y) 
\'fn+i(xy)  =  o. 

Le  pôle  À,  est  donc  dans  ce  cas  d'ordre  n. 
Le  noyau  ainsi  obtenu 

(On^  ?n(--rj)         9n-i{xy)  ?i.(a;j) 

^^ '^  RM''  "^  FXô^-'^  "^  -  "^  ^=Tr 

admettant  le  noyau  résolvant 

(■iv\  ?n  [xy)  9n-i  (--gj)      ,  ,     ?i  (xy) 

\'^^  )  (X  —  X.)"       (>^  —  >^.)"-'  (X  —  X.) 

sera  appelé  noyau  canonique  d'ordre  n. 

Solutions  fondamentales.  —  Si  nous  remplaçons  les  expres- 
sions (33)  et  (  3.'V)  dans  les  équations  du  noyau  résolvant 

G^xy)  —  G{xy}.)  =  À  V  G  [xs)  G  (syl)  ds  =  X  f  G{xsl)G{sy)ds, 

l'identification  des  termes  en  (À  —  X,)   "  nous  donne 

"rnixy)  H-  Xi  I   G{xs)'i„{sy)ds  =  o 

<^{xy)  -h  X,  I  o,,{xs)G{sy)ds  =  o. 
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Ces  relations,  en  tenant  compte  de  l'expression  (32)  de 
çr„(jcy)  nous  montre  que  : 

^i{x)  est  une  solution  fondamentale  de  l'équation  intétjrale 
donnée  et^  „(y)  une  solution  fondamentale  de  Véquation  associée. 
Comme  le  rang  de  Ài  est  dans  ce  cas  égal  à  i,  puisque  D(à)  n'a 
qu'un  seul  diviseur  élémentaire,  ce  sont  les  seules.  Le  noyait 
canonique  jouit  donc,  en  lésumant,  des  propriétés  suivantes  : 

L'ordre  de  la  valeur  caractéristique  comme  pôle  est  égal  à  sa 
multiplicité  ;  le  rang  est  égal  à  i.  Son  expression  à  l'aide  des- 
fonctions fondamentales  contient  n  —  i  constantes  arbitraires. 
Ainsi  le  noyau  canonique  général  du  premier  ordre  est  : 

À-):,     - 


celui  du  second  ordre  sera  : 

4»,  (x)  n\{y)-~  *o(:f)>lVy; 


a,'i>i{x)^\{y) 


et  ainsi  de  suite.  Pour  trouver  son  expression  générale  à  l'aide- 
d'un  système  de  fonctions  principales,  on  n'a  qu'à  appliquer 
aux  fonctions  fondamentales  une  substitution  biortliogonale 
quelconque. 

10.    Fonctions   fondamentales  ;    cas  général.    —  Il   est 

maintenant  facile  de  passer  au  cas  général.  Supposons  que  le- 
déterminant  a  r  diviseurs  élémentaires  : 

Dans  ce  cas,  le  déterminant  canonique  aux  mêmes  diviseurs- 
élémentaires  est 


D. 

D. 

D. 
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D,  Do  ...  D,  désignant  les  déterminants  canoniques  de  la 
forme  {3o  aux  seuls  diviseurs  élémentaires  X"i,  À"-;,  ...  X"'  res- 
pectivement. On  aura  : 


D.  = 


/a, 

U, 

Ih 

la. 

D.  = 

u. 

D,= 

II, 

>«n. 

-I 

'^K-. 

K.-. 

X 

X 

X 

La  forme  canonique  de  'Si-i  [xy)  sera  donc  dans  ce  cas 


en  posant  : 


"1  —  1 


9lM=y\^p'^'r{-r)V'+i(y) 


n., —  I 


?2  i^y)  =2  ^^  ^''''  ("^^  '^'''+'  (-^'^ 


I 

jNous  obtenons  donc  dans  ce  cas,  in  fonctions  principales 
spéciales  que  nous  appelerons  aussi  fondions  fonda mcii (aies 
qui  se  séparent  en  r  groupes  de  2  ni,  2n,  ...  2/?,.  cJuique 
groupe  fournissant  la  forme  (jéncralrice  d'un  noyau  canonique 
d'ordre  Ui,  n.„  ...  n,.  respectivement.  En  effet,  si  nous  formons 
^3  (xy)  on  a  : 


P3(^)  =  ?i(^')  +  'rU^y) 


fii^y 


puisque  toutes  les  fonctions  d'un  groupe  sont  orthogonales  aux 
fonctions  associées  (')  des  autres  groupes. 


^')  Les  fonctions  associées  sont  celles  qui  ont  les  den\  indices  rcs[)cclivc- 
mcnt  égaux. 
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On  a  donc  ce  résultat  important  : 

Dans  le  cas  général,  le  noyau  Gi(xy)  est  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  noyaux  canoniques  orthogonaux  entre  eux, 
d'ordre  ni,  n>  ...  n,-  : 

(34)     Cm  kv)  =  G\ixy)  +  Gi{xy)  +  ...  +  G;(.rv), 


L'ordre  de  Xi  comme  pôle  est  égal  au  plus  grand  des  nombres 
/11,  n>  ...  n,.;  si  m  est  cet  ordre,  on  a  évidemment  d'après  (34) 
l'inégalité  : 

n  ^  m  -i-  r  —  i , 

L'égalité  n'a  lieu  que  dans  deux  cas  :  si  le  pôle  est  du  pre- 
mier ordre  ou  s'il  n'y  a  qu'un  seul  noyau  canonique  d'ordre  m, 
les  autres  étant  tous  du  premier  ordre. 

Solutions  fondamentales.  Chaque  noyau  canonique  compo- 
sant a  un  seul  groupe  de  solutions  fondamentales  distinctes. 

La  solution  O/'i  (x)  étant  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  W 
des  autres  noyaux,  on  aura  : 


/■ 


G';(xy)ms)ds  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  <j  sauf  p.   Par  conséquent,  puisque 

*ï  (a-)  +  X ,  I  GP  (xs)  *';  (s)  f/s  =  o 
on  aura  aussi 

*i  (^)  +  '^1  I  Gi  (xs)  *';  (s)  ds  =  o. 

Le  même  raisonnement  pour  M'fi(}'). 

L'équation  homogène  a  donc  dans  le  cas  général  r  solutions 
linéairement  indépendantes  :  ce  sont  les  premières  fonctions 
fondamentales  <1>  de  chaque  groupe. 

//  en  est  de  même  de  l'équation  associée  :  ce  sont  les  dernières 
fonctions  W  de  chaque  groupe. 

Il  existe  donc  parmi  les  fonctions  fondamentales  un  système 
de  2  /•  fonctions  qui  sont  des  solutions  fondamentales,  r  pour 
l'équation  intégrale  donnée  et  /'  pour  son  associée. 
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Faisons  encore  la  remarque  : 

La  raïuj  de  In  valeur  cnractérisiique  est  égal  au  nombre  des 
noyaux  canoniques  composants. 

11.  Le  cas  du  pôle  simple.  —  Lorsque  le  poleX,  est  simple, 
la  partie  caractéristique  du  noyau  est  simplement  : 

où  l'on  a  : 

n 

Le  no\au  est  dans  ce  cas  la  somme  de  n  noyaux  canoniques 
du  premier  ordre;  les  fonctions  '-;i(x),  ...,  'f«(ic)  sont  donc  des 
solutions  fondamentales  de  l'équation  intégrale  donnée  et  ^i{y), 
df-j(j) ...  ^,i(y)  de  l'équation  associée. 

Dans  le  cas  d'un  pôle  simple,  les  solutions  fondamentales 
coïncident  avec  les  fonctions  fondamentales. 

Cette  propriété  très  importante,  qui  caractérise  d'ailleurs  le 
cas  du  pôle  simple,  rend  utile  un  critérium  permettant  de  dis- 
tinguer ce  cas. 

Pour  cela  remarquons  simplement  que  si  l'un  des  noyaux 
composants  Cj','(xy)  est  d'ordre  \)\us  grand  que  l'unité,  les  solu- 
tions <Pi(jC^et  4'T,;,  (j)  sont  orthogonales,  puisqu'elles  ne  sont 
pas  des  fonctions  fondamentales  associées  {n^,  >  i).  Il  résulte 
que  Oj  (a;}  est  orthogonale  à  toutes  les  solutions  fondamentales 
de  l'équation  associée.  Dans  le  cas  d'un  pôle  multiple  il  existe 
donc  des  solutions  fondamentales,  orthogonales  à  toutes  les 
solutions  fondamentales  de  l'équation  associée. 

Or  ceci  n'a  pas  lieu  pour  le  noyau  à  pôle  simple,  car  à  chaque 
solution  <!>,,  frr   on  a  la  solution  associée  H',,  fx   telle  que 


/■ 


1»,,  (s)  Tp  {s)  ds  =  I,, 


Donc,  la  condition  nécessaire  et  sujjisanic  jiour  qu'un  pôle  soit 
dmple  est  qu'à  chaque  solution  fondamentale  ^\>{x)de  l'équation 
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corrcspothlanl  à  ce  pôle,  il  existe  une  solution  W'x]  de  l'étjuation 
associée  telle  que  : 


f 


P{s)'V{s)ds^  O. 


12.  Le  cas  des  pôles  multiples.  —  Dans  le  cas  d'un  pôle 
multiple,  écrivons  le  noyau  canonique  d'ordre  n  sous  la  forme  : 

en  posant  : 


*i  ('-«/)  =  ^  ^9pixy^pij) 


qui  se  présente  aussi  dans  le  cas  d'un  pôle  simple. 

L'autre  partie  (I>^  (xy)  est  un  noyau  sans  constante  caractéris- 
tique. 

En  elTet  si  l'on  prend  les  divers  noyxiux  itérés  de^i[xy),  il 
est  évident  que  le  n  —  i  noyau  itéré  sera  nul,  parce  que  ses 
divers  termes  seront  les  noyaux-  itérés  de  'p..^(xy)  d'ordre  >-  n —  i 
d'après  les  propriétés  des  fonctions  (pp{xy). 

Une  conséquence  de  cette  remarque  est  la  suivante  : 

Si  un  noyau  a  un  nombre  fini  n  de  valeurs  caractéristiques, 
de  nniltiplicilé  quelconques,  on  pourra  toujours  récrire  sous  la 
forme 

yfvMMû^Eixy) 
p=i 

E  (j7y)  étant  un  noyau  sans  valeur  caractéristique. 

Pour  l'établir,  il  suffit  encore  de  remarquer  que  les  diverses 
parties  ^i{xy)  sont  orthogonales  au  noyau;  sans  constante  carac- 
téristique, ajouté  à  la  forme  normale. 

13.  Le  second  théorème  de  Fredholm.  —  Ce  théorème 
est  pour  ainsi  dire  déjà  démontré  dans  ce  qui  précède.  Il  suffit 
encore  de  démontrer  que  les  équations  : 

(3G)  o{x)  -hli  (  N  (xs)  'f  ^s)  ds  =  o 
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et 

(87)  ^{x)  +  X,  I  Gi(xs)^(s)ds  =  o 

sont  réciproques. 

En  ciTet,  remarquons  d'abord  que,  pour  une  solution  g  x)  de 
l'équation  (87)  on  a  : 


/ 


P,  {xs)^{s)ds  =  o 


-comme  cela  résulte  immédiatement  en  multipliant  (37)  par 
Pi(}'jî)(/xet  intégrant,  puisque  les  noyaux  Gi{xy)  et  Pi  (xj) 
-sont  orthogonaux.  On  aura  donc  aussi  : 

V(a;)  +  >,   I  [Gi  (xs)  4-  P,  {xs)]  ^  {s)ds  =  o, 

-ce  qui  est  justement  l'équation  (3G). 

Inversement,  écrivons  (3(3)  sous  la  forme  : 

r  r 

o(a-)  +  >,  I  P,  (a-s)  9  (s)  (/s  =:  —  X,  I  G,  (a-s)'-f  (s)(/s. 

Puisque  ).|  n'est  plus  valeur  caractéristique  pour  Pi  [xy)  on 
peut  résoudre  celte  équation  ;  ce  qui  nous  donne  : 

(p  (x)  =  —  )m  je,  (xs)  o  {s)ds  4-  X?  I  ^£ ,  (.Ts)-)  G,  (s/)  o  {i)dsdt 

•c'est-à-dire  justement  l'équation  (87)  puis(|ue  le  second  terme 
du  second  membre  est  identiquement  nul,  en  vertu  de  la  rela- 
tion : 

I  '£i{xs'>^)Gi(sl)ds  ^  o. 

On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Pour  une  valeur  carach'ristigue  )>i  de  multiplicité  n  et  rajig  r, 

-c'est  l'équation  de  Fredholni  homofjhie  rjui  admet  r  solutions 

linéairement  indépendantes,   nommées  solutions  fondamentales. 

L'équation  associée  a  exactement  le  même  nombre  de  solutions 

J'ondamentales. 

C'est  le  second  théorème  de  Frcdholm. 


et 
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14.  Le  troisième  théorème  de  Fredholm.  —  Le  raisonne- 
ment précédent  nous  montre  de  même  que  les  équations 

ç(x)  +  >,  I  N(a-s)  ^(s)ds  =f(x) 

ï  (x)  +  À ,  j  G ,  {xs)  'i{s)ds=f  (.r) 

sont  aussi  réciproques;  elles  seront  donc  compatibles  en  même 
temps. 

Par  conséquent  (p.  52,  n"  8,  d)  : 

La  condilion  nécessaire  cl  suffisante  pour  que  C équation  de 
Fredholm  avec  second  membre  f{x)  soit  résoluble  pour  une 
valeur  caractéristique  X  =  Xi  est  que  f{x)  soit  orthogonale  à 
toutes  les  solutions  fondamentales  de  l'équation  associée  relatives 
à),. 

C'est  le  troisième  théorème  de  .]/.  Fredholm. 


IV.    -  DÉVELOl^PEME.NTS  DIVERS. 

15.  Construction  d'un  noyau  à  un  nombre  fini  de  valeurs 
caractéristiques.  —  Les  résultats  du  chapitre  précédent  nous 
permettent  maintenant  de  traiter  le  problème  suivant  : 

Déterminer  la  forme  la  plus  générale  d'un  noyau  à  n  valeurs 
caractéristiques  de  multiplicité  et  rang  donnés. 

Faisons  pour  cela  d'abord  la  remarque  suivante,  comprise  au 
l'ait,  dans  un  théorème  déjà  établi. 

Les  parties  d'un  noyau,  correspondant  à  deux  valeurs  carac- 
téristiques difTérentes,  sont  orthogonales  entre  elles.  En  elTet  si 
l'on  pose  : 

\{xy)  =  G,  {xy)  +  G,(xy)  4-  Q{xy) 

le  noyau  dfxy),  orthogonal  à  G2(dJy) -h  Q(x7),  l'est  aussi  à 
Q(£Cj)  ');  il  résulte  de  là  que  les  noyaux  Gi(xy)  et  G.,{xy) 
sont  aussi  orthogonaux. 

(')  CcUc  dcniicre  orlliogonalitû  ai>|)arait    cviJentc  si  l'on  extrait    d'abord 
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Désignons  maintenant  par  G^  [xy)  le  noyau  gênerai  corres- 
pondant à  une  valeur  caractéristique  l^,  de  multiplicité  et  rang 
•donnés,  que  nous  savons  construire  (p.  5''i). 

Il  est  évident  que  le  noyau 

G,  (xr)  +  G,(xy)  +  ...  +  G„(:rj)  +  E(rrj) 

où  E  {xy)  désigne  un  noyau  sans  constante  caractéristique  sera 
le  novau  cherché,  à  condition  toutefois  que  les  diverses  parties 
soient  orthogonales  entre  elles,  en  vertu  de  la  remarque  pré- 
cédente. 

Pour  cela,  il  suffit  d'ahord  que  les  fonctions  fondamentales 
qui  servent  à  la  construction  des  noyaux  (\^,  (xy)  forment  dans 
leur  ensemble,  un  seul  système  biorlhogonal  ;  E  {xy)  doit  être 
ensuite  aussi  orthogonal  à  tous  les  noyaux  Cl^,  {xy). 

16.  Le  cas  d'un  nombre  infini  de  valeurs  caractéris- 
tiques. —  Le  raisonnement  précédent  se  généralise  évidem- 
ment pour  le  cas  d'un  nombre  infini  de  valeurs  caractéristiques, 
pourvu  que  la  série 

00 

2G,(.Ty)         . 
I 

soil  convergente  et  intégrable  par  rapport  aux  variables  x  et  y. 

Une  condition  nécessaire  est  que  l'exiïosanl  de  convergence 

■des  valeurs  caractéristiques  soit  au  plus  égala  deux  ;  en  d'autres 

mots,  la  série   7  ^ïT^  doit  être  convergente. 

17.  Noyau  sans  constante  caractéristique.  —  Le  noyau 

9,(.7t)  =:  ai'l>,(x}  W.,{y)  +  ...   -f-  a„-,  'l'._,  H  M^,  (r) 
nous  a  déjà  fourni  un  exemple  de  noyau  sans  valeur  caractéris- 
tique. Plus  généralement  si  la  série 

00 

(1=  I 

-converge  uniformément,  elle  sera  aussi  un  noyau  sans  cons- 
tante caractéristique  car  toutes  ses  traces  st)nt  nulles  ;  les  foiic- 
lions  <1>  et  U    soni   snpimsi'es  rnnnaiil    les   deux   groupes  d'un 
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système  biorthogonal.  En  appliquant  aux  fondions  <I>  et  M'  une 
substitution  biorthogonale  quelconque,  on  obtiendra  une  classe 
très  étendue  de  noyaux  sans  constante  caiactéristique. 

Voici  quelques  exemples  : 

Prenons 

«î>„(a-)  =  cos  nx  ,  ^l'Jy)  =  ces  ny  et  V  |c(^^|  —  \, 
on  obtient  le  noyau  (*) 


*ï'2«+i(^)  =  ces  nx. 


2j  ««  cos 

nx  cos  {n  -+- 

11=1 

De  même  prenons 

fpiJ^x)  =  ^F.2,i(a;)  =r  sin  nx 

*^..+i(-^)  = 

i  obtient  le  noyau  (') 

-x> 

2«« 

cos  nx  sin  ny 

n=  I 

(i)  E.  Goursat||(  Annales  de  Toulouse,  pages  87-88). 
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I.    —  LE    NOYAU    SYMETRIQUE. 

1. —  C'est  à  M.  D.  Hilbcit  que  revient  le  mérite  d'avoir  mis 
en  évidence  le  rôle  de  la  symétrie  du  noyau  dans  la  théorie  des 
équations  intégrales.  Il  a  étudié  complètement  ce  cas  :  ses 
élèves,  M.  E.  Schmidt  en  particulier,  l'ont  aidé  à  donner  aux 
résultats,  des  formes  particulièrement  simples. 

2.  Le  théorème  de  M.  D.  Hilbert.  —  Tout  noyau  syinc- 
Irirjue  a  au  moins  une  valeur  caraclénslique.  —  Ce  théorème  a 
été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  D.  Hilbert  (*)  ; 
M.  E.  Schmidt  lui  en  a  donné  une  démonstration  directe  en  le 
prenant  comme  théorème  fondamental  ("). 

Pour  le  démontrer,  il  suflit  de  faire  voir  que  jv,  ;2f  o.  (3r, 
on  a 


n,,  =   I  [Ni(si.<!.2)]"</siC?S2 


D'autre  part,  le  noyau  'S^{s^s)  =  f  "^{Si^Sj)  ^{ss.^)ds  ne  peut 
pas  être  identiquement  nul  dans  tout  le  carré  d'intégration, 
puisque  en  particidicr  pour  .v,  =  .s>  on  a 

N,(s,s,)=  f  [^{s.syMs 

On  a  donc  bien  n,  ;zf  o. 

(')  D.  IIiLDERT,  Gninfhiigc,  I,  Mitt.  (page  7a). 

(^)  E.  Schmidt,  Enlwickluiuj  wiUk.  Funclioncn.  I.  'l'cil.  M'tlh.  Aitn.  (lid. 
(i."^,  page  4 55). 
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On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  ainsi  : 

Ln  noyau  sans  valeur  caractéristique  ne  peut  pas  rtre 
symétrique. 

Remarque.  —  Nous  excluons  les  noyaux  discontinus, 
différents  de  zéro  seulement  dans  un  ensemble  d'aire  nulle  à 
l'intérieur  du  carré  d'intégration  ;  pour  ces  noyaux  le  théorème 
précédent  n'est  plus  vrai.  Prenons  par  exemple  le  noyau  nul 
partout  dans  le  carré  (oi,  oi)  sauf  sur  la  diagonale  (i)  et  sur 
un  nombre  fmi  de  paires  de  droites  parallèles  aux  axes  et  se 
rencontrant  sur  la  diagonale,  où  il  a  des  valeurs  positives.  Pour 
ce  novau  on  a  : 


et 

"2 


ni  =  /   N  {ss)  ds  =  a- 
2=1   l^{siS.,fdsids2  =  o 


puisque  la  fonction  N(5i.S2)  n'est  diflerente  de  zéro  que  sur  un 
nombre  fini  de  droites  ;  on  aura  de  même  /ip  =  o,  p  >  2  ce 
qui  nous  montre  que 

3.   Propriétés   des   valeurs   caractéristiques.  —  a)  Les 

valeurs  caractéristiques  sont  réelles.  —  Supposons  en  effet  >., 
complexe  et  soit  Çi  (a;)  une  solution  fondamentale  relative  à  ce 
pôle;  le  noyau  IS(a;j)  étant  réel,  Xj  (')  sera  aussi  une  valeur 
caractéristique  avec  'o'^{x)  comme  solution  fondamentale  rela- 
tive, tant  pour  l'équation  donnée  que  pour  son  associée.  Si 
maintenant  l,  ■;zf.)7.,  on  devait  avoir 


ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  nécessairement  >,  ^  X,,  donc 
1,  réel. 


(')  }v,  représcnle  la  quanlllé  imaginaire  conjuguée  de  ^j, 
Lalesco.  —  Théorie  des  équations  intégrales 
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b)  F.es  pôles  du  noyau  rcsolvanl  sont  simples,    car  une  solu- 
tion fondamentale  (pi(x)  l'est  aussi  pour  son  associée.  Or  an  a 


r 


9i^(xWx  zzf:  o. 


Les  pôles  sont  donc  simples  (p.  58-59). 

c)  Les  fonctions  fondamentales  coïncident  ainsi  avec  les  so- 
lutions fondamentales  ;  et  comme,  à  cause  de  la  svmélrie,  les 
solutions  fondamentales  sont  les  mêmes  pour  l'équation  et  son 
associée,  il  résulte  que  dans  ce  cas  les  fonctions  fondarncnlales 
forment  un  seul  système  orthogonal. 

d)  Tout  noyau  symétrique  à  un  nombre  fini  de  valeurs  carac- 
téris tiques,  est  nécessairement  de  la  forme 

(0  y-  9i  (a")?i  (j)  -H  ...  +  ^  <fn(^)^"0') 

en  écrivant  chaque  valeur  caractéristique  un  nombre  de  fois  égal 
à  son  rang. 

En  elTet  si  nous  extrayons  de  N  {xy)  la  i)artie  caractéristique 
aux  pôles  Xi  l.,  ...  1,^  qui  est  justement  l'expression  (i),  il  reste 
un  noyau  toujours  symétrique  qui,  par  hypothèse,  n'a  plus 
aucune  valeur  caractéristique  et  est  par  suite  nul. 

4.  L'inégalité  de  Bessel.  —  Etant  donné  un  système  ortho- 
(jonal  de  fondions  ''■p,,{x)  et  f  une  fonction  quekonque  à  carré 
intêgrable  ('),/(ic),  on  a  l'inégalité 


...  c,,'  < 


j  f'(x)dx 


Cj,  étant  le  coefficient  de  Fourier  c^  =  |  f(s)Oi,{s)ds. 
L'inégalité  de  Bcsscl  résulte  de  Té^'^alilé  évidente 

I   ;/(^)  —  Ci?i(ar)  —  c.i^i{x)  —  ...  —  c„'j„(a-)"2(/x  =  j  J-{x)dx 

puisque  le  premier  membre  est  essentiellement  j)Osilif. 
(I)  C'esl-à-dirc  telle  que  f  /'^{xjdx  existe. 
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On  tire  de  là  encore,  la  remarque  importante. 
Pour  une  fonction  réelle,  à  carré  intégrable,  la  .série  formée 
par  les  carrés  de  ses  coefficients  de  Fourier,  est  convergente. 

5.  Propriétés  des  noyaux  itérés.  —  i"  ^SV  Xj  est  une  valeur 
caractéristique  du  noyau  'S[xy),  X/i  »  sera  une  valeur  caracté- 
ristique du  noyau  itéré  d'ordre  k  ;  les  solutions  fondamentales 
relatives  à  ces  valeurs  caractéristiques,  sont  les  mêmes. 

En  effet,  remplaçons  dans  l'équation  (*) 

c?,(x)  —  X,    j  N{xs)^i(s)ds  =  o 

Ç5i(j;)   sous  le   signe  /\  par  sa  valeur   tirée  de   celte   équation 
même;  on  obtient 

Oi(a:)  — Xi^   i   Ni(d;s)çpi(s)ds  =  G. 

En  appliquant  /.•  fois  de  suite  la  même  opération,  nous 
obtenons 

9i{x)  —  ^i'+'   I    N,(rrs)cpi(s)(/s  =  o 

ce  qui  démontre  la  propriété  voulue. 

2"  Réciproquement,  si  rj,  est  une  valeur  caractéristique  de 
^k{xy),  le  noyau  TN  (a:y)  admettra  l'une  au  moins  des  racines 
k-mes  de  p.,  comme  valeur  caractéristique.  En  ellel.  soit  a 
une  de  ces  racines,  et  posons  : 

.i;(a-)  =  9,  (a-)  +  a   j   ^' (.rs)?,  (s)(/s- +  a^  j   N",  (xs) ç ,  (s) (/s  +  ... 
On  a  immédiatement 

i];(x)  —  a    I    N(.Ts)']^(s)(/s  =  «p,  (.r)  —  a''    I    j\/,(xs)cai  (s)c/s  =  0. 

Or  toutes  les  fonctions  'i;(x)  ne  peuvent  pas  être  identique- 

(*)  Nous  écrirons  dans  ce  chapitre  IVqtiation  Je  FrwJhoIm  avec  le  si^c 
—  devant  l'intégrale  du:  nroyau. 
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ment  milles  à  la  fois,  puisque  leur  somme  est  égale  à  nZ'i{x). 
Le  théorème  est  ainsi  démontré, 

3"  Si  X,.  )w,  ...       ),„... 

sont  les  valeurs  caractêrisliques  du  noyau  N(.cj),  le  noyau 
itéré  d'ordre  h,  aura  comme  valeurs  caractéristiques 

>,fc+i.     v+»,      ...     v^'  ... 

et  seulement  celles-ci. 

Il  suffit  d'appliquer  les  propriétés  i^  et  2°. 

6.  Le  développement  en  série  de  fonctions  fondamen- 
tales. (Hilbert-Schmidt).  —  Toute  fonction  continue  f{x)  de  la 
forme 

(a)  I  ^{xs)h[s)ds 

est  développahle  dans  une  série  rérjulih'ement  converfjente  de 
fonctions  fondamentales  du  noyau  N(a;y)  ;  la  fonction  h{x)  est  à 
carré  intéyrable. 

Le  coefficient  de  Fourier  général  est 

c„=   /  ^{sl)^„{t)h[s)dsdl=-~   t'^,^{s)h{s)ds  =  'l^\ 

De  sorte  que,  le  théorème  étant  vrai,  le  développement 
cherché  serait 

Nous  démontrerons  d'ahord  la  convergence  régulière  de  cette 
série.  Remarquons  pour  cela  qu'on  a 

R  2  = 

+  K?]  Wê  +  -  +  '^"M 

Or  l'expression 

est  le  coelTicient  de  Fourier  de  la  fonction  de  y  N  (xy)  :  en  vertu 
de  l'inégalité  de  Bessel,  la  seconde  parenthèse  du  second  membre 


— î h  ...  H-  — ^^ -^  ,  «,t 
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est  donc  plus  petite  que    1  [N(£C5)^]c/.s-  et  par   conséquent  plus 
petite  qu'une  quantité  finie  A.  On  a  donc 

K'<^[h,:--^hi.,  + ...  +  hj] 

ce  qui  démontre  bien  la  convergence  absolue  et  uniforme. 

Il  s'agit  maintenant  de  montrer  que  cette  série  représente 
f{x)  ;  nous  démontrerons  pour  cela  que  la  fonction 

est  identiquement  nulle. 

Or,  en  vertu  de  la  construction  même  de  S(x),  la  fonction 
R{x)  est  ortliogonale  à  toutes  les  fonctions  fondamentales  ;  on 
a  donc 

=  j  R(s)N(s/)  h(t)dsdt  =  j  h{t)  I  ^(sl)ï{{s)dsdl=o 
puisque  (') 

l   ï{{s)N{sl)ds  =  o. 

(')  Celte  relation  serait  immédiate  si  la  série  du  novau  élait  convergente. 
On  peut  pourtant  la  démontrer  par  un  procédé  détourné,  recourant  au  pre- 
mier no^au  itéré,  de  la  manière  suivante  : 

Le  nojau  Ni(xj)  =    I  N  (xs)  N  (sj)  c/s  étant  de  la   forme  («i,  on  peut  lui 

appliquer  le  raisonnement  du  texte  ;  il  résulte  que  la  série  S]  (jj;  relative  : 

S.'.^)  =  iii:^  +  ...  +  ^^^  +  .. 

sera  régulièrement  convergente.  Or  le  noyax  Ni  (xj)  n'a  aucune  autre  valeur 
caractéristique  que  les  carrés  de  celles  de  N(,rj)  ;  le  nojau  Nj  (rj)  —  Sj(jt) 
est  donc  nul,  c'est-à-dire  Ni(a:/)  =  S](xj). 

Maintenant,  pour  une  fonction  R(x)  orthogonale  à  toutes  les  fonctions 
fondamentales  ttn  x).  On  aura  : 

Tn  1  (j' v)  R  (x)  R  iy)  dxdy  —     j  J.1    j  N  (x.s)  R  >,  dx    j  N  (vsj  R  j) dy 

=    f\    i  ^{xs)R{x)dx      ds 
et  par  conséquent 

1  N(xi-)  R(t)(/j;  =  o. 
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Donc 

R(s)  =  o. 

7.  Le  noyau  fermé.  —  Un  noyau  symclrirjuc  csl  ferme  s'il 
n'existe  aucune  fonction  h  (x)  à  carre  inté(jrable  telle  cjuon  ait 
idenliqucmcnt 


[i)  i  lS{xs)h{s)ds  -—  o. 


Le  système  des  fonctions  fondamentales  d'un  noyau  symc- 
strique   fermé   est  complet  et  vice-versa.   En  effet  l'identité  (2) 

et  les  relations    /  ç; „(.>»)  A  (\s)  (/a- =  o  sont  réciproques. 

Le  non}bre  des  valeurs  caractéristiques  d'un  noyau  ferme'  est 
■infini.  —  En  eifet  s'il  était  Uni,  le  nombre  des  fonctions  fonda- 
mentales serait  aussi  fini.  Or  un  système  complet  de  fonctions 
orthogonales  ne  peut  jamais  être  fini. 

8.  Le  noyau  défini.  — ^ousd'wonsqu  un  noyau  symétrique 
^sl  défini,  s'il  n'existe  aucune  fonction  k{x)  à  carré  intéijrable, 
telle  qu'on  ait 

(3)  f^{xy)h{x)h{y)d.rdy=.o. 

Un  noyau  défini  est  nécessairement  fermé,  car  si  l'on  avait 

I   N(.Ts)/i(s)(/s  =  o 

'la  condition  (3)  serait  évidemment  aussi  remplie  pour  h{x).  Les 
valeurs  caractéristiques  d'un  noyau  défini  sont  toutes  de  même 
signe.  — En  elTet  supposons  que  les  valeurs  }.„  et  ).,„  soient  de 
signes  contraires  ;  si  Ton  prend  maintenant 

h{x)  =  a'i„{x)  -H  b'Y,„{x) 
■on  obtient 

.(/i)  (  ^(xy)h(x)}i(y)dxdy  =  y  +  !"'  • 

Clomme  les  quantités  /„  et  /.„,  sont  de  signes  contraires,  le 
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second  membre  de  (\)  peut  être  rendu  nul  ;  le   noyau  N(.fy) 
n'est  donc  pas  défini  dans  ce  cas. 

Tout  noyau  itéré  (Vua  noyau  fermé  est  déjini.  —  Prenons  en 
effet 

N,(rj)=    f^{xs)^(sY)ds. 
On  ne  peut  pas  avoir 

I   f^,{xy)h{x)h(y)dxdy  =  o 
car  on  en  déduirait 


■d'oîi 


1  /    N(xs)h{x)dx        ds:^0 

1  'S(xs)h{x)dx=^o. 


9.  Noyau  positif;  noyau  quasi-défini.  — Un  noyau  symé- 
Unique  est  positif  si  l'on  a,  pour  foule  fonction  h{x),  à  carré  inté- 
grable, 

i  N(x/)/i(ce)//(v)olxdj  >  G. 

Les  valeurs  caractéristiques  d'un  noymi  positif  sont  toutes 
positives.  En  effet,  en  se  reportant  au  raisonnement  du  n"  8, 
si  >„  et  À,„  avaient  des  signes  contraires,  le  second  membre  de 
(/j)  pourrait  prendre  une  valeur  négative  pour  a  et  6  convena- 
blement clioisies. 

5/  l'on  a 

I   N  (xy)  /i  (x)  Il  (y)  dxdy  —  o 

on  a  nécessairement 

j  N(xy)lt{y)dy  =  o. 

En  effet,  d'après  le  tliéorème  de  Hilbert-Schmidt,  on  a  : 

I    N(Ts)/t(s)(/5  =  /ti?i(x)  +    ...   -^    Kin{x)  H-   ... 
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et  par  conséquent  : 

l\{xy)h{x)h{y)dxdy  =  'il"  +  ^  4-  ...  -+-  |J  4-  ... 

d'où  l'on  déduit  nécessairement  : 

/'n  =  o  {n  =  I,  ...  ce) 

et  par  conséquent 


I  N(.Ts)/t(s)(/s  =  G. 


Etant  donné  un  noyau  positif,  il  peut  arriver  deux  cas  :  le 
nombre  des  fonctions  }i{x)  telles  que 

(4')  j  N  (rrj)  h  {x)h  (j)  dxdy  =  o 

peut  être  fini  ou  bien  infini.  Dans  le  premier  cas,  nous  dirons 
que  le  noyau  est  qaasi-défini.  On  peut  justifier  cette  définition, 
en  remarquant  qu'un  noyau  quasi-défini  ne  diiî'ère  d'un  noyau 
défini  que  par  une  somme  de  la  forme 

Eu  efTet,  si  /ii  (x),  hi{x)  ...  Iin{x)  désignent  les  fonctions 
linéairement  indépendantes,  en  nombre  fini,  qui  vérifient  la 
relation  (/4'),  il  est  évident  que  le  noyau 

N(.Tj)  +  CJi,{x)h,(y)  +  ...  -f-  C„K(x)hJy)       (C,  >  o) 

ne  vérifiera  plus  la  relation  (.V)  pour  aucune  fonction  li{x)  et 
sera  par  conséquent  défini.  Un  noyau  quasi-délini  a  donc  une 
infinité  de  valeurs  caractéristiques  positives  ('). 

10.  L'ordre  de  D(X).  —  Dans  le  cas  du  noyau  symétrique, 
on  peut  démontrer  que  l'ordre  est  rccUcmcnl  plus  petit  que 
deux;  le  genre  est  au  plus  ih/dl  à  lut. 

En  cllet,  l'égalité  : 

N.  (xy)  =  tiM^  -+-  hi^Àû  + +  U^^y)  ^_  ... 


C)    Pour  les  noyaux  positifs,   voir   un   intéressant   mémoire   de    M.   J. 
Meucer  (PItil.  Trans.  1909.  309  .\.,  page  iii5). 
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nous  donne  immédiatement  : 

(5)  j  ^i{sl)dsdt  =  ^3  -+-  J-,  +  ...  +  ^2  +  •■• 

D'autre  part  la  formule  de  Weierstrass,  applicable  dans  ce  cas^ 

D(x)  =  .         n('-rj' 

I 

nous  donne,  en  passant  aux  logarithmes  et  identifiant  : 

n,  OC 

/  N,{st)dsdl  =  b~h^  1^, 

La  comparaison  avec  la  formule  (5),  nous  montre  que  b^^o^ 
On  a  donc  : 


Remarque.  —  Si  la  série  du  noyau  (') 

est  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle  {ab),  elle  repré- 
sente N(£cj;,  comme  cela  est  bien  évident.  On  aura  donc,  dans 
ce  cas  :  * 


j    l^(ss)ds  = h  ;^ 

,/  Al  Ai 


I 

An 


Un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  précède,  nous  montre 
que  la  fonction  D(X)  dans  ce  cas  est  de  genre  zéro. 

II.  —  LE  INOYAU  SYMÉTRIQUE  GAUCHE. 
Un  noyau  N  (xy)  est  symétrique  gauche  si  l'on  a 


(*)  Tel    serait,  d'après  M.  MeRCEn,  le  cas  des  no}aux  positifs  ou  néga- 
tifs. (Pliil.  Trans.,  209  A.  'ii5,   1909). 
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Les  noyaux  symétriques  gauches  jouent  dans  la  ihéoiie  des 
équations  difTérentielles  linéaires  d'ordre  Impair  le  même  rôle 
que  les  noyaux  symétriques  dans  la  théorie  des  équations  dilîé-»- 
rentlelles  linéaires  d'ordre  pair. 

11.  Propriétés  des  valeurs  caractéristiques,  a)  Les  va- 
leurs caniclc'ristùjiics  sojil  (les  invKjuiaires  pares  de  Informe  v/. 
—  En  effet,  soit  À,  une  valeur  caractéristique  et  'i>i(x)  une  solu- 
tion fondamentale  relative.  On  a  : 

ç,(x)  —  À,  I  N(a:s)9i(s)(/s  r=  o 
<l"où  l'on  déduit 

cp,  (x)  +  Xi  In  (sx)  'f  1  (s)  ds  =  o 
€t  par  conséquent 

Vi(a;)  -h  )v,    I    >î(sx)<p,  (s)f/s  =  o 

Si  donc  Al  ;zf  —  >,,  les  fonctions  0\{x)  et  Ç'i(,b)  seraient 
orthogonales,  ce  qui  est  impossihle.  On  a  donc  nécessairement 
/i  ^  —  Xi ,  et  par  conséquent  À,  ===;  dt  v/. 

h)  Les  pôles  sont  simples.  —  En  effet  si 

o,(.r) —  n   I    N[xs)'~'i{s)ds  ^  O 

on  aura  aussi 

'*,('/•)  —  vi   I   N  (sa-) 'fi  (s) t/s  =  o. 

H  résulte  qu'à  chaque  solution  (pi  (x)  il  correspond  la  solution 
associée  ç-i  {x)  telle  que 


/  'fi(«)?i(s) 


ds 


€e  qui  montre  que  les  pôles  sont  simples. 

c)  Chaque  noyau  symctrujue  (jaiwlie  a  au  moins  deux  valeurs 
^araclcrisliqaes.  —  En  effet,  11  a  d'abord  une  valeur  caractéris- 


tique,  puisque 


et  le  noyau 
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N,rs,s,)  =  —     \^(s,sy^ds 


j  [^m: 


ne  peut  pas  être  identiquement  nul. 

Il  en  aura  dans  ce  cas  deux,  car  si  v/ est  une  valeur  carac- 
téristique avec  ç,  {x)  comme  solution  fondamentale,  —  vf  en 
sera  aussi  une  autre,  avec  Oiix)  comme  solution  fondamentale. 
On  peut  énoncer  ce  théorème  en  disant  : 

Un  noyau  sans  constante  caractéristique  ne  peut  pas  être 
symétrique  gauche. 

(1)  Si  Cil  (x)  est  une  fonction  fondamcnlale,  ç>i(x)  est  la  fonc- 
tion fondamentale  associée.  —  Les  pôles  étant  simples,  la  tota- 
lité des  fonctions  principales  coïncide  avec  celle  des  solutions 
fondamentales.  Si  Oiix)  92 (a^)  •••  (pi>{x)  sont  n  solutions  linéai- 
rement indépendantes  correspondant  à  la  valeur  /,  de  rang  n, 
les  fonctions 

cp,  (a;)  cp.^(x)  ...  cp„(a;) 

seront  n  solutions  aussi  linéairement  indépendantes  de  l'équa- 
tion associée. 

Cherchons  maintenant  à  les  biorthogonaliser  d'après  la  mé- 
thode que  nous  avons  indiquée  (page  36).  Remarquons  d'abord 
qu'on  pourra  prendre  ^ï\{x)  =  '^1  x   et  ^;\{x)  =  7'i(ûc)»  cav 


J 


ri  {x)  ri  (a-)  dx  ;zf  o  ; 


en  outre  les  constantes  a,  et  6,  sont  respectivement  imaginaires 
conjuguées,  car  si  l'on  a  : 

j  ?i  (s.)  [?ii (s)  —  c^,  o,  (s)  ]ds  =  o 
I   ?i  (*■)  [9i>  [s)  —  c,/ri  {s)]  ds  =  o 


on  aura  aussi 
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les  fonctions  restantes  seront  alors  de  la  même  forme  : 

On  pourra  donc  répéter  le  même  procédé,  ce  qui  démontre 
bien  notre  proposition. 

e)  Tout  noyau  symélriqac  gauche  ayant  un  nombre  fini  de 
valeurs  caractéristiques,  est  nécessairement  de  la  forme 

1  -t-    ...   -t-  > 

en  écrivant  chaque  racine  un  nombre  de  fois  égal  à  son  rang. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  ferons  d'abord  la  remarque 
que,  si  d'un  noyau  symétrique  gauche  on  extrait  les  parties 
caractéristiques  relatives  à  deux  valeurs  caractéristiques  conju- 
guées dr  v/,  il  reste  un  noyau  qui  est  aussi  symétrique  gauche. 
En  effet,  soit  : 

vi 
la  partie  caractéristique  de  v/  ;  celle  de  —  v/  sera  alors 

9i(^hdy)  H-  ...  -f-  ?,,(a-)9»(j) 
—  vi 

et  ces  deux  parties  réunies  : 

?i(^)^<(j)  —  9i(^)?i(.y)  -+-  '•;  -+-  9n'x)^„(y)  —  ^n(x)9u(y) 

vi 

forment  une  (onction  symétrique  gauche. 

Si  donc  on  extrait  d'un  noyau  un  nombre  fini  de  valeurs 
caractéristiques,  les  parties  caractéristiques  de  toutes  ces 
valeurs,  il  restera  un  noyau  symétrique  gauche,  sans  constante 
caractéristique  qui  d'après  fc)  est  nul. 

Nous  citerons  comme  exemple  de  noyau  symétrique  gauche 
le  noyau  sin  n{x  —  y),  avec  les  seules  fonctions  fondamentales 

correspondantes    e  ^  "^'  et    les   valeurs   caractéristiques  qp   - 

pour  l'intervalle  ((),2~). 
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12.  L'inégalité  de  Bessel.  — Dans  le  domaine  complexe  on 
peut  obtenir  une  inégalité  analogue  h  celle  de  Bessel. 

Etant  donné  le  système  des  fonctions  fondamentales 

?i  (x)'ri  {x)  9,  (x)  'i^  {x)...  o„  [x)  9,.  I  xj  . . . 
d'un  noyau  symétrique  (jauche,  on  a 

en  dési(jnant  par 

Cn  =  I  f{s)o„[s)ds. 

Cela  résulte  de  l'égalité  évidente 

j  [/(«)  —  ''•^'(s)  —  ci^il^)  —  •••  —  Cu9n(s)  —  c~'^(s)] 
[/(s)-cT'f.(s)-c.?;(.)-...](/s=  j  f(syds-\c,\^-.,.-\c,^ 

puisque  le  premier  membre  est  essentiellement  positif. 

13.  Le  développement  en  série  de  fonctions  fonda- 
mentales. —  Toute  fonction  f(x)  de  la  forme  j  ^[xs)h(^s)ds 
est  développable  dans  une  série  régulièrement  convergente  de 
fonctions  fondamentales;  la  fonction  h{x)  et  le  noyau  sont  des 
fonctions  à  carré  intégrable. 

Les  coefficients  de  Fourier  généraux  sont  : 

c„=    f^{ts)h{s)^,{t)dtds  =  -  -"  /  h{s)T„[s)ds  =  -'^  =  ^^' 
et  par  conséquent 

-    â: 

On  =  J 

de  sorte  que  le  théorème  étant  vrai,  le  développement  cherché 
serait 
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Nous  démontrerons  d'abord  la  convergence  régulière  de 
cette  série.  Remarquons  pour  cela  que  F  on  a  (')  : 

|S4-r)  -  s„(.t)i</,  [|/g^  ^ ...  -f-  j/i,„i»]  [[';^|^|  + ...  +|^)|'J 

La  démonstration  s'achève  textuellement  comme  dans  le  cas 
du  noyau  symétrique. 

D'une  manière  analogue,  en  vertu  des  propriétés  c  et  e,  il 
résulte  qiCun  noyau  symétrique  (jaiidic  ferme  a  une  infinité  de 
valeurs  caractéristiques. 


III.—  LE  NOYAU  SYMETRISABLE. 

14.  Définitions,  exemples.  —  Nous  dirons  qu'un  noyau 
■est  symétrisable,  si  on  peut  le  rendre  symétrique  par  la  co/npo- 
sition  avec  un  noyau  symétrique  défini. 

Le  noyau  N(aîj)  est  symétrisable,  s'il  existe  un  noyau  symé- 
trique défini  G{xy)  tel  que 

^a),U,{xY).=    1   G(i-s)N(syj(/s     ou     [b)  ll,{xy\  =   i^xs]G{sy)ds 

soit  aussi  symétrique.. 

Cette  classe  de  noyaux  a  été  signalée  et  étudiée  par 
M.  J.  Marty  {-)  ;  elle  contient  tous  les  noyaux  spéciaux  étudiés 

(')  C'est  une  application  de  riru'galilé 

(Ajïï;  +  B,Â7  H- ...  +  A„ir„  +  MnÂ^/i'i  <  /i,(AiÂ7  +  ... 

+  A„Â;;)(B,ÏÏ,'  +  ...  +  B„ÏÏI) 
<[iii  s'oljtienl  en  exprimant  que  la  forme. quadratique  de  a 

(A,  A  +  n,)(Â;x  +  ïï;).  +  ...  +  (A„>  +  B„)  (â:à  +  ïf„) 

est  définie  et  positive. 

(2)    J.    Mauty,  Sur     une     ('iiiuttion  iiUéijralc   fCR.     ir)o.    p.    ,'ïi.').    lf)io)'; 

id..  Développement    suivanL  ccrtaim^s.  sarlmions    simjulicres.    [Wnd.,  p.  6o5)  ; 

id.,  Existence  des    sok    p.    certaines  éq.    de    Fredliolm.    (ibid.,    p.  io3i)  ; 

id.,   Vrdeurs  sinf]iitièrrs  d'une  é<innlion  de  Fradltoliii.  (Ibid.,  p.   i'i'.)',|)- 
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jusqu'à  présent.  C'est  ainsi  que  le  noyau  polaire  (llllbert)  (') 
A(x)G(xy)  —  G{xy)  symétrique  et  défini  —  est  un  noyau  sy- 
métrisablc,  car  le  noyau  : 

i>{xs)A.{s)G{sy)ds 

est  symétrique  (^).  Plus  généralement  A(j[;)G(a'y)13(j)  (Goursat) 
est  aussi  symétrisable  puisqu'il  donne  aussi  un  noyau  symé- 
trique par  la  composition  en  avant  avec  le  noyau  B(x)G(ac}')B(}') 
ou  en  arrière  avec  A(x)G(icj)A(y). 

Citons   encore  le   noyau  (Marty)  I   (l{xs)Cii{sy)iIs  ou  G(xy] 

et  Gi(a:j)  sont  symétriques  et  définies  ;  on  le  rendra  symétrique 
par  la  composition  en  avant  avec  Gi{xy)  ou  en  arrière  avec 
G(cCy). 

15.  Les  solutions  fondamentales  associées.  —  Pour  les 
noyaux  symétrisables,  il  y  a  lieu  de  faire  la  remarque  suivante  : 

Si  9i(a;)  est  une  sohilion  fondtiinenlale  de  léqaalioii  inlcgralc 
donnée,  r expression 

^,{x)  =    j   G{xsy^,{s)ds 

est  une  solution  fondamentale  de  Véqualion  intéijrale  associée.. 
En  effet,  multiplions  la  relation 

?i(0  —  ^>i   /  N(/s)9,(s)rfs  =  o 
par  G  {xt)  dl  et  intégrons  ;  on  obtient 

'^i  (^)  —  ^1    (    <J  (^0  N  {Is)  9,  {s  dsdt  =  o 


(')  D.  IIiLBERï,  (iruiuhiifje.  5te  Milt.  (p.  462-472).  M.  D.  IIilbeut  a  étu- 
dié d'une  façon  complète  les  nojaux  de  ce  type,  la  fonction  A(.r)  a^aiil  un 
nombre  fini  de  cliangemcnts  de  signe  ;  il  a  donné  à  l'cqualion  intégrale 
correspondanle,  !&  nom  (i'é<juation  polaire  ou  die  IroisiôtBû  espèce. 

(■-)  Voir  aussi  Cî.  T'uhini,  Kqiuuioni  iiilc<jraU  e  valori  eccezionali.  \^.\nnaUdi 
Mat.  Juin  1910),  et  un  mémoire  tout  récemment  paru  : 

A>>A  Johnson  I'ell,  Applications  of  biorthogonal  Systems  of  fiinctions  lo- 
the  iheory  of  inlccjral  équations.  (Tcans.  of.  Uie  A.ui.  Mat.  Soc.   \vri]  igji). 
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OU  en  vertu  de  la  syinclrie  de  II  (xy) 

'li[x)  —1,   l  G  (si)  N  {tx)  oj  (s)  dsdt  =  o 
ou  encore,  en  tenant  compte  aussi  de  la  sysmétrie  de  G  (xy) 

.i,  (.t)  —  >m    I    ^{tx)'li{t)dt  =  o. 

Remarque.  —  Une  démonstration  analogue  nous  montre  que 
le  même  théorème  subsiste  pour  les  noyaux  du  type  (6)  ;  il  faut 
changer  seulement  entre  eux,  les  mots  «donnée»  et  ((associée». 

16.  Propriétés  des  valeurs  caractéristiques,  a)  Les  va- 
leurs caracléristiqiies  sont  réelles.  —  En  eilct,  si  ^i  est  une 
valeur  caractéristique  avec  une  solution  fondamentale  ©i  (x), 
Il  en  sera  une  autre,  avec  la  solution  fondamentale  ^i  (x)  ;  il 
résulte  de  là  que,  pourÀi  ;zf  Ài,  on  devrait  avoir 

l  G(st)^^{s)ô^(i)dsdt  =  o 

ce  qui  est  impossible,  car  en  posant 

o^{x)  =p{x)  +  iq{x) 
on  en  déduirait 

I   G  (st)  p  (s)  p  (t)  dsdt  -)-    I   G  (si)  q  (s)  7  (/)  dsdt  =  o 
/  G  isl)p  (s)p  (/)  dsdt  =        0  (st)  q  {s)  q  it)  dsdl  =  o 


<l'où 


A'où 

G  [xs)çi  (s)ds  =  o(' 


/• 


Or,  ce  résultat  est  incompatible  avec  l'hypothèse  de  (J  (xy) 
défini. 


')  Voir  les  propricl<;s  du  novaii  positif  (page  71). 
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6)  Les  pôles  (la  noyau  résolvant  sont  simples,  puisqu'à  chaque 
solution  fondamentale  'ri{x)  correspond  une  solution  fonda- 
mentale /  G{xs)çi  {s)ds  de  l'équation  associée  et  l'on  a 


/ 


G  (xs)  ^^  (x)  9,  (s)  dsdx  ;zf  o 


le  noyau  Gixy)  étant  défini. 

La  totalité  des  fonctions  fondamentales  coïncide  donc  avec 
celle  des  solutions  fondamentales. 

Ue.mauque.  —  Pour  les  noyaux  polaires,  ces  propriétés  subsis- 
tent, dans  l'hypothèse  plus  générale  oii  G{xy)  est  seulement 
positif.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  a  : 

(6)  j  G^^s)<f,(s)ds  =  .^^^Xo 

ce  qui  entraîne  nécessairement 

<7)  I    Gl  (xs)  9,  (s)  Çj  (x)  dsdx  ;2f  o. 

Pour  les  noyaux  symétrisables  en  général,  ces  propriétés  ne 
sont  plus  vraies,  si  G  {xy)  est  seulement  positif.  Ainsi  par 
exemple,  si  : 

on  peut  prendre 

K(xy]  désignant  un  noyau  quelconque,  formé  avec  des  fonc- 
tions fondamentales,  orthogonales  à  ç;,  {x).  Si 


on  aura 


/ 


jî,  (s)  ■},(»)*=   I 


c'est-à  dire  un  noyau  symétrique. 

Lalesco,  —  Théorie  des  équations  intégrales 
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Donc  le  novau  N  (j-y)  est  svmétrisable  avec  un  noyau  positif, 
et  pourtant  il  contient  la  [)artie  K  (.ry)  de  polarité  quelconqne 
et  pouvant  avoir  comme  valeur  caractéristique,  un  nombre  ar- 
bitraire. 

c)  Un  noyau  syniclrisablc  a  au  nioins  une  valeur  carach'ris- 
tique  (M. 

d)  Si  Çi  (x)    est    une   solution  fondamentale,    l'expression 

Wi(.a:)i=  /  G{oos)/sii(styds  sera  la  solution  fondamentale  associée. 

Les  pôles  étant  simples,  la  totalité  des  fondions  fondamen- 
tales coïncide  avec  celle  des  solutions  fondamentales.  Si 
"Siix)  ...  ''fii(x)  sont  n  solutions  linéairement  indé])endantes> 
correspondant  à  la  valeur  X,  de  rang-  n,  les  fonctions 


<\ip(x)  =   i    G{xs)^i,[s)ds  (}'  =  1)2.  ■..  n 


seront  aussi  n  solutions  lincaircnicnl  indépendantes  de  l'équa- 
tion associée,  ])uisque  (i(£C}')  est  par  hypothèse  défini.  Cher- 
chons maintenant  à  Jes  biorlhogonaliser  suivant  la  méthode  déjà 
plusieurs  fois  employée.  On  peut  d'abord  prendre 

^^  {:,•)  ==  ç,  [x)  et  ^r,  (x)  ~-  I   G  {xs)  9,  (s)  ds 

puisque 

I    Ci  (xs)  çi  [x)  Çi  (s)  dxds  >  o. 

lU'nianjuons  maintenant  que  si  l'on  a 

^r,  (x)  '^j,  {x)  —  Ojy  *,  [x)]  dx  z=  o. 


I 


on  aura  aussi 


j 


I    G(.Ts)*l>i  (s)  '^j,(x)  —  Gj,  'I',  (x)]  dsdr 
'M«)  [''Y,,{s)  —  a/V,{s)]ds  =  o, 


(1)  Pour  la  dcmonstralion  de  ce  lliéorème,  nous  renvoyons  le  lecteur  k 
la  note  de  M.  .T.  Makty,  Exislenre  de  sol.  p.  certaines  fij.  de  Fredholm 
(Comijtcs-|{cndus,  l.  i5o,  page  io3i  et  la  noie  suivante  du  mémo  tome, 
page  1/I99). 


KOVAIX    SIMCCIAUX  83 

ce  qui  nous  montre  que  les  fonctions  restantes  après  la  première 
opération,  sont  de  la  même  forme  que  les  fonctions  initiales; 
on  pourra  donc  répéter  le  même  procédé  /;  fois  de  suite. 

e)  Tout  noyau  symcirisdbic,  à  un  nombre  fini  de  valeurs  ca- 
raclérislifjues,  est  néccssaii-etucnl  de  lajornie 

En  elTet,  si  nous  extrayons  du  noyau,  les  parties  caractéris- 
tiques des  pôles  ^i,  ...  à„  qui  forment  justement  l'expression 
précédente,  il  reste  un  noyau  toujours  symétrisable(r/),  qui  par 
hypothèse  n'a  plus  aucune  valeur  caractéristique.  Donc, 
d'après  (c),  il  est  identiquement  nul. 

16.  Inégalité  de  Bessel.  —  Etant  donnée  une  fonction  f{x) 
pour  laquelle  l'intégrale 

existe,  on  a  : 

o,-  H-  «.-  +  ...  -+-  On-  <   I    G  {xs)f(x)f(s)dsdx 

Ujj  étant  le  coefficient  de  Fourier  : 

«i'=  I  f (s) '^-^ ris) as. 

Comme  dans  les  cas  précédents,  cette  inégalité  découle  de 
l'égalité  : 

Çg{xs)  -J{x)  -a,o,(.r)  ...  —  a„9„(a-)] 

[/(s)  —  «,  'il  (s)  ...  —  a„'in  i»j  tisdx 
=  i  G{xs)f{s)f{x)ds(Lr  —  ar  —  ar  —  ...  —  a,r 

en  remarquant  que  le  premier  membre  est  positif. 
Il  résulte  de  là  que  la  série 

ar  -h  ar  -h  ...  -h  «»"    -  ••• 
est  convergeide. 
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17.  Théorème  sur  le  développement  des  fonctions  en 
série  de  fonctions  biorthogonales,  —  Toiile fonction  continue 
de  la  forme  : 

(a)  1   N  (a;s) /(  (s)  (/s     ou  [h)        1   N  (s.r) /i  (s)  Js 

(\ç/  (Ii'veloppahle  dans  une  série  rér/ulièrement  convergente  sui- 
vant les  fonctions  (p„{x)  dans  le  cas  a,  ou  les  fonctions  'i)n{x) 
dans  le  cas  h. 

Dans  cet  énoncé,  N  {xy)  représente  un  noyau  symétrisable 
des  deux  côtés  ;  ^  {xy)  et  h(x)  sont  des  fonctions  pour  lesquelles 
l'intégrale   G)  existe. 

La  démonstration  suit  de  près  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  cas  symétrique.  Tout  d'abord  la  série  sera,  dans  le  pre- 
mier cas  a  : 


ou  I  on  a  : 


^n  =  I  /(>■)  4')!  («)'/«• 


Cette  série  est  régulièrement  convergente;  en  elTet  le  raison- 
nement employé  dans  le  cas  symétrique  subsiste  puisque   la 
série  des  //„  est,  dans  ce  cas,  aussi  convergente. 
La  série  S(x)  représenle/(£c).  En  elTet  considérons  ladiilérence  : 

K(.r)=/(.T)  —  S  (a;). 
On  a: 

/  G  {xs)  R  [x)  R  (s)  dxds  =  I   G  {xs)  W  (s)f{x)  dsdx 

—  I    (  i  {xs)  R  {S)  s  [x  )  dsdx 
mais  : 

S,  {x)  =:    f^{x)  G  {xs)  (i.  =   V     ^'"  ^,,  (.^) 
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et  par  conséquent  : 

I  G  (xs)  R  (s)  S  {x]  dsdx  =  i  R  (s)  Si  {s)  ds  =  o 

d'après  la  formation  même  de  R  {x). 
D'autre  part  : 

i  G  {xs)  R  (s  !/(x)  ds  dx=   |   G  {xs)  R  (s)  N  {xl)  h  {t)  ds  dx  dt 

=  I  \\{sl)?.{s)h{l)dsdl  =  o 


car 


/' 


H(a-s)R(s)</s  =  o. 
Il  résulte  donc  : 

/  G  {xs)  R  (.r)  R  (s)  dx  ds  =  o . 

d'où 

R(x)=o. 

18.  Noyau  symétrisable  fermé.  —  Nous  dirons  qu'un 
noyau  syniélrisable  est  fermé,  si  le  noyau  symétrique  II  (xy)  est 
lui-même  fermé. 

Un  noyau  symétrisable  fermé  a  une  infinité  de  valeurs  carac- 
téristiques. En  effet,  la  relation 


/' 


l{{xs)h{s)ds  ^=  o 

et  les  relations 

i  '^„{s)h{s)ds  =  o 

«y 

sont  réciproques.  Par  conséquent  si  II  (aï}')  est  fermé,  il  n'existe 
aucune  fonction  de  [x]  qui  vérifie  les  relations  précédentes,  ce 
qui  montre  que  les  fonctions  On{x)  sont  en  nombre  infini. 
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Y.  —  NOYAUX  DIYERS. 

19.  Noyaux  divers  Lai.  —  Parmi  les  noyaux  continus,  il 
convient  de  signaler  la  classe  importante  des  noyaux.  L(a)  qui 
vérifient  par  rapport  à  l'un  de  leurs  arguments  la  condition  de 
Lipschitz,  sous  sa  forme  la  plus  générale 

IN(xy)-XGrz)  |<A  I  j-2|*- 

Ces  noyaux  jouissent  de  la  propriété  suivante. 

La  fond  ion  D(X)  d'un  noyau  L(a)  est  de  genre  zéro,  plus 

2 

précisément,  son  ordre  esl  au  plus  égal  à  ^ — -^—  ('). 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  établirons  d'abord  l'iné- 
galitén 


j\j  /  ^1^2  ...  Xi 
\XiX-,  ...  X. 


<  M'' 


p^p-i) 


où  M  désigne  un  nombre  iini,  indépendant  de  y). 
On  a: 

(.8)  ^l^r'--^---^A^ 

^    '  \x.^Xi  ...  Xf,/ 

N(x,a-,)-N(a-,.r.,)  ^{XiX.^-N[x,x,)...^x,x.,,_y)-N[xa-p)  N(x,a:p) 
^x„Xi)-N{xpX,)  n{xpX.^-N{x,,x,)...N{x,,x,,_i)-^x,Xj,)  ^x^x^) 

comme  il  résulte  de  l'expression  connue  en  retranchant  des 
termes  de  cliaque  colonne,  ceux  de  la  colonne  suivante,  pour 
les/)  —  I  premières  colonnes.  Si  nous.^josons  : 

N(;r;,j)  =  ^{xS)  +  (y  -  z)*  N,fjz)  (|N,(v:)l  <  A) 


(')  T.  L^.i,Esco,  CIL  l'i."»,  jiag.  (joC),  KJ07. 
(*)  .1,  l'^HEDiioLM,  Arta  iiirillifiiKtlicd,  Hd.  27. 
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on  aura  : 

^  C;S  :;:  ï;;) = (^^  — ^^*  (-^  - -^)^  -  (^v  - -'')^ 


I  N,(a-..T,)N,(.T,.T,)  ...  ^,{x,__,x„)^{x,x„) 

Or  le  dernier  déterminant  a  tous  ses  termes  finis  et  plus  pe- 
tits que  A'.  Son  module  maxinuim,  sera  donc,  d'après  le  théo- 
rème d'IIadamard  : 

p 
p-Ai'. 

Considérons  maintenant  le  produit 

{xi  -—  .r,)(.r,  —  ^-3)  ...  (xi,_i  —  X,) 
dans  le  domaine 
(9)  I  >  a-,  >  X.,  >  ...  >  X,,  >  o. 

La  somme  de  ses  facteurs  est  Xi  —  x^,  ;  par  conséquent,  pour 
x^  et  Xp  constants,  on  obtiendra  le  maximum  du  produit  lorsque 
tous  les  facteurs  seront  égaux. 

Le  maximum  absolu  aura  donc  lieu  lorsque  Xi  —  Xp  est 
maximum,  c'est-à-dire,  lorsque  jîi  =  i  et  Xp  =  o. 

Dans  ce  cas,  chaque  facteur  est  égal  à  ~ — ^  et  la  valeur  du 
maximum  sera 


{p-iy-^ 

D'autre  part,  le  déterminant  (8)  est  une  fonction  «yntiétrique 
des  variables  x^x.,  ...  Xp',  toute  valeur  de  ce  déterminant  sera 
donc  comprise  parmi  celles  relatives  au  domaine  (9),  .puisque 
on  pourra  toujours  opérer  un  changement  entre  les  variables  qui 
les  arrangent  suivant  leur  ordre  de  grandeur.  On  aura  donc 
bien 


,  ,  i' 

XiX-,  ...  x„ 


et  puisque 


\x,X....XpJ\  Q^_^y{p 

hm    /      /)      \'  y 


p—  I 
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on  pourra  prendre  pour  limite  supérieure  : 

i 


p^ip-  ') 


Soit  mantenant  u^,  le  cœfficient  de  X''  en  D(X)  ;  on  aura 


\/J^<-^ 


M 


ou,  en  utilisant  la  formule  de  Slirling  approchée 


P  ^e 


nous  aurons 


VJ<\ 


P 
et  par  conséquent  : 

*  H —  p  / 

p        ■^■{/  \  u,  I    <  M' 

pour  /)  sullisamment  grand,  ce  qui  montre  bien  que  l'ordre 
de  D(),)  est  au  plus  égal  à  ^t^  '  '^'  H^'"''^  ^'■*'"'  P^'"  conscqmnl 
nul. 

i^EMAUQLEs.  —    i"  D'après  les  propriétés  bien  connues  des 
fonctions  entières,    l'exposant   de  convergence  de  la  série  des 

1  :  À,t  sera  aussi  au  plus  égal  à  - — -—  ;  on  peut  donc  allirmer 
que  l'on  aura  ; 

■23    4-    I 

■ £ 

2 

lim     n  :  X„  =1  o 

£  étant  une  quantité  positive  aussi  petite  que  Ton  veut, 

2"  Si  le  noyau  est  coiUinu  cl  vérifie  la  condillon  de  Lipschif- 
(a  —  i),  l'ordre  de  D(>.)  sera,  d'après   ce  qui   précède,  égal 
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à  ô  ;  on  aura  donc  : 

3_  _ 

lim     n  '        :  À„  =  o  ('). 


(')  Tout  récemment,  M.  H,  We\l  a  établi  que,  pour  un  noyau  symé- 
trique, admettant  une  dérivée  qui  en  outre  est  continue,  on  peut  supprimer  ?► 
(V.  Gôtt.  Nachrichten,  1991,  pag.  no}. 


CHAPITRE  IV. 


L'EQUATION    DE    FREDHOLM 
DE    PREMIÈRE    ESPÈCE. 


1.  —  Léquation  de  Frcdholm  de  première  espèce  présente 
des  difricultés  d'étude,  essentiellement  diiîérentes  de  celles  qu'on 
a  rencontrées  jusqu'ici  dans  la  théorie  de  l'équation  régulière 
de  Fredholm. 

Pour  se  poser  un  [)roblènie  d'existence,  c'est-à-dire  pour 
avoir  des  cas  généraux  où  la  solution  du  problème  soit  unique, 
il  ne  suiïît  plus  de  limiter  le  domaine  des  solutions,  à  celui  des 
fonctions  réelles  et  inlégrables;  des  condilions  accessoires  sont 
indispensables.  Cette  diminution  du  domaine  où  l'on  devra  cher- 
cher les  solutions^  constitue  l'élément  nouveau  et  le  plus  im- 
portant du  problème. 

Or,  létude  directe  des  séries  trigonométriqucs  avait  déjà  si- 
gnalé le  rôle  des  fonctions  réelles  à  carré  intégrable  et  les 
recherches  modernes  semblent  montrer  l'importance  de  cette 
classe  de  fonctions  donl  le  conce[jt  paraît  devoir  suivre  celui  de 
la  classe  des  fonctions  inlégrables.  La  j)arlicularité  la  plus  in- 
téressante de  toutes  ces  recherches,  est  que  l'instrument  néces- 
saire et  commode  d'investigation,  se  trouve  être  l'intégrale  au 
sens  de  M.  Lebesgue,  et  non  plus  l'intégrale  Hiemannienne,  ce 
<[u\  nous  donne  un  nouvel  exemple  tout-à-lail  rcmarcpiable  d'une 
recherche  logique,  suivie  des  résultats  iniuK-diatoment  utili- 
.sables. 

Dans  ce  chapitre  donc,  les  intégrales  seront  prises  au  sens 
de  M,   Lebesgue  ;  nous  cuiploierons  encore  le  mot  sommable 
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pour  désigner  une  l'onction  inlôgrablc  au  sens  de  M.  Lcbesgue, 
et  nous  désignerons  par  IT  l'ensemble  des  fonctions  réelles,  à 
carré  sommable  dans  l'intervalle   a,  h). 

M.  E.  Picard  a  fait  connaître  un  théorème  important  sur 
l'équation  de  première  espèce.  Pour  l'établir,  nous  avons  d'abord 
besoin  de  quelques  résultats  récents  sur  la  convergence  des 
fonctions  de  variables  réelles. 

2.  Convergence  moyenne  ;  définitions.  — a]  Une  suite  de 
fonctions  Q. 

(I)  f,{x),Mx),...,Mœ),... 

conrcrye  en  moyenne  dans  t intervalle    a,  h)  si  l'on  a  : 

lim        I   [/„  (x)  —  f,n  (rr)]-  dx  =  o. 

b)  La  suite  (  i  )  converge  en  moyenne  vers  une  fonction  limite 
f{x),  si  l'on  a 

11m      \    [f{x)~fUcrWdx  =  o. 

Deux  fonctions  limites  /(x)  et  ^(x),  égales  dans  tout  l'inter- 
valle (a,  b)  sauf  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle,  sont  consi- 
dérées comme  égales.  On  a  évidemmenl  : 

i  ''\f{x)  -.[x)Ydx  =  o 
J  «■ 

et  réciproquement. 

Cj  Une  suite  (i)  converge  presque  unijormcment  [f  dans  l'in- 
tervalle 'ah),  s'il  existe  des  intervalles  intérieurs  à  ab,  de  mesure 
b  —  a  —  £  (c  arbitrairement  petit),  oîi  la  suite  converge  uni- 
formément. 


(1)  Wesenllkh  glelchmaess'uj    II.  Wevl),  ou  iiiiifornu'mcnl  en  ijrncral  (Plan- 
cherel,  r^auricella}. 
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3.  Lemme  '  .  —  ///*•  suite  de  fonctions  Q.  converçjenic  en 
moyenne,  admet  nne  fonction  limite  et  une  seule. 

Nous  montrons  d'abord  qu'on  peut  extraire  de  (i),  une  suite 
presque  uniformément  convergente  dans  rintervalle  {ah).  Con- 
sidérons pour  cela  l'ensemble  des  fonctions  (i)  qui  vérifient 
l'inégalité  : 


I. 


I  [/.(.T)-/„(aOjS/-r<p. 


Pour  ces  fonctions,  l'ensemble  des  points  x,  où  l'on  a  : 

aura  une  mesure  'j.  *<  -'^,  :  en  eliet,  nous  avons  : 
\^r;'  <  1„,„  <  p. 

Si  nous  voulons  donc  que  [J.  ■<  y;,  il  sudira  de  cboisir  <5  =  /;3. 
Il  résulte  de  là,  quà  chaque  nombre  Tj  on  peut  trouver  une  infi- 
nité de  fonctions  (i)  telles  que  la  mesure  de  l'ensemble  oii  leur 
écart  est  supérieur  à  T/,  soit  inférieure  à  r,. 

Prenons  maintenant   une  siiite  convergente  quelconque  de 

nombres  positifs  décroissants  :  ^  v;^,.  Appelions/,* (a;)  la  fonction 

dindice  le  moins  élevé,  qui  vérifie  la  condition  précédente  pour 
•/;,  ;  soit  de  même/2*(aj)  la  fonction  analogue  pour  /^o,  assujettie 
encore  à  la  seule  condition  d'avoir  un  indice  supérieur  à  celui 
de  /i*  (ûc),  et  ainsi  de  suite.  La  suite  : 

(2)  /.-(.r).       //(rr)...,       J^  ix)  .., 

répond  à  la  question.  11  sullira  pour  cela  de  montrer  que,  pour 
un   £  donné,   arbitrairement   [)etit,   il   existe   \\\\    intervalle  de 


')  Voir  à  ce  sujet  :  II.  Wetl,   Coiwergen:  von  Reilici  die  nachorthnifonat 
fiuictionen  forlsclircilcn,  Mail».  Ann.,  (p.  215-3/15).  Bd.  G7,  i()0(). 
M.  Pi.vNciiEiiEL  l'Hondiconli  rJel  i'alermo,   1910,  p.  aga). 
V.  HiEsz  (C,  H.,  l.  i5o.  1910,  p.  I  3()'i'. 
\'oir  aussi  :  E(;onoi  i-  (il.  l\.,  l.  i5<,  .'{o  janvier  njii}- 
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mesure  b  —  a  —  c,  où  l'on  aura,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  n  : 

\fp*i^)-JV{-^)  I  <-r.  (p,q>n) 

aussi  petit  que  soit/;.  Déterminons  pour  cela  /;  de  façon  qu'on 

ait  à  la  fois  y;,,  <  y;  et  r„  =\  y;^  <;  g  ce  qui  est  toujours  cvi- 

demment  possible,  car  /;«  et  r„  tendent  vers  zéro  avec     .  Dans 

II 

ces  conditions,  excluons  de  l'intervalle  (ab)  tous  les  ensembles 

où  les  écarts  des  fonctions  (2)  sont  respectivement  plus  grands 

que  y;„,  y;„_^,,...;  la  mesure   de  la  somme  de  ces  ensembles 

enlevés  est  plus  petite  ou  égale  à  : 

T,n  +  fln  +  l    -+-••.        <C  £. 

L'intervalle  qui  reste,  dont  la  mesure  le  est  plus  grande  que 
I)  —  a  —  c,  est  l'intervalle  chercbé.  En  effet,  on  ne  peut  i)as 
avoir  dans  cet  intervalle  : 

I  f'm+l,  {x]   —  J\n  (•'■)    I    >  •'•i 

car  on  aura  alors  : 

ce  qui  est  impossible,  puisque  nous  avons  exclu  l'intervalle  où 
cette  inégalité  a  lieu.  La  propriété  est  ainsi  établie. 

La  suite  (2)  tend  donc  uniformément  en  Ie  vers  une  fonction 
f{x).  Cette  fonction,  définie  ainsi  dans  tout  l'intervalle,  sauf 
peut-être  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle,  est  une  fonclioii 
Umile  de  (1). 

D'abord  elle  appartient  à  ù,  car  on  aura(')  : 

Ç[f:{x)]'dx<2   C[j:Xa')-J,:{x)fdx  +  i  f-J,„{x]]hlx<2r^  +  2M. 

Jl{t)  Jl    C-.  Jl(£) 

C)  Si  : 
on  a  bien  : 


9'« 
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Donc   lim    i    [L* {x)Ydx  existe;  elle  sera  d'ailleurs  égale  à 

I  /"(*)^'*"-  puisque  les  fonctions/,,' (x)  tendent  uniformément 
vers /(a?)  dans  l'intervalle  Is,  et  l'on  aura  : 


Is  <  2  T,  4-  a  M 


quelque  soit  i.  Donc  lim  I  f-{s)ds  existe;  ce  sera  justement 
d'après  la  définition  de/(x)  : 

P(s)ds. 

La  fonclion  f{x)  apparlicnl  donc  bien  à  12.  On  a  ensuite  : 

+  2  [/„;  (s)  -  /,  is)Y  ds  <  2  [.,,^3  +  Ae]  4  -  2  r/' 

ce  qui  nous  montre  bien  que/(.x)  est  une  fonction-limite  pour 
loiitc  la  suite  (i).  Enfin,  cette  fonction-limite  est  la  seule;  sup- 
posons en  effet  que  l'on  ait  : 

lim    (  '  [/(s)-/„(.s)]^./s-lim    I      ['.{s)-f,„{s)Yd,  =  o 


n=x  ^'  a 


on  aura,  pour  une  infinité  de  valeurs  [>, 

i      [f(^-9{s)Yds-<2  j    '  lf(s)-f,{s)Y-ds 

,    a  .    '( 

+  -^  I       h(s)—f,,{s)-'ds<  e', 
ce  qui  montre  que  l'on  a,  rigoureusement 

I      \f{s)-'As)\'ds  =  o 

c'est-à-dire  les   fonctions  f{.i:)  et  '>(./;)  ne  peuvent  Aire  dilVé- 
rentes,  que  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle. 
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4.  Théorème  de  MM.  Fischer-Riesz.  —  Soient 

(3)  ?,!-^-).        r.(x),...       ï.(r).... 

une  suite  complèlc  de  fonctions  orthogonales,  et 

des  constantes  telles  que  la  série 

soit  convergente. 

//  existe  une  fonction  f{x)  à  carré  sommable  et  une  .seule  qui 
admet  les  constantes  fa  comme  coefficients  de  Fourier,  par  rap- 
port à  la  suite  (3). 

La  condition  Jx)  est  nécessaire  et  suffisante. 

Ce  théorème  important  a  été  démontré  à  la  ibis  par  MM.  E. 
Fischer  (')  et  F.  Riesz(-). 

Il  a  l'avantage  de  contenir  actuellement  sous  une  forme  immé- 
diatement utilisahle  en  Analyse,  une  partie  essentielle  des 
recherches  récentes  sur  les  équations  linéaires  à  une  infinité  de 
variables. 

La  démonstiation  est  immédiate,  à  l'aide  du  lemme  précé- 
dent. Considérons  la  suite 

On  a 

I    Ms)  -f.n(sy'ds=fa'  +  -  +/^,+.  +/^..■l-. 

et  par  conséquent 

•/, 
liai       I       7„(s)  — /,„(s)/^f/s  =  o. 

m,    ll=:OC     i     a 

La  suite  /,  (x)  converr/e  donc  en  moyenne  dans  l'intervalle  (ab)  ; 
elle  définit  ainsi   une  fonction  f{x)  parfaitement  déterminée. 


(')  E.  FiscHEH,  Sur  la  convergence  en  moyenne.  (C.  R.  i'4'i  I,  [>.  10:12- 
I  02i,  KJ07). 

:-)  F.  IhEsz,  Ciininffcr  Xaclirichten.  1907,  et  Sur  les  systèmes  ortliogonaux 
de  fondions  {C.  W.  i4i  I,  P-  0i5-6iy,  1907). 
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sauf  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle  ;  c'est  la  fonction  cherchée. 
Il  faut  pour  cela,  démontrer  que  l'on  a  : 

Or  on  a  : 
■el  par  conséquent 


Mais 


J 


C.   q.   f.   d. 


Il  existe  donc  une  fonction  qui  admet  les  constantes  f,,, 
comme  constantes  de  Fourier,  par  rapport  à  la  suite  (3).  C'est 
aussi  la  seule,  dans  notre  Inpothcse.  En  elTet,  s'il  y  avait  une 
seconde  fonction  ^{x),  la  dilïércnce  (p{x)  —  '|(^)  serait  ortho- 
gonale à  toutes  fonctions  ^«(x),  ce  qui  est  impossible  puisque 
la  suite  (3)  est  fermée. 

5.  Théorème  de  M.  Schmidt  sur  les  noyaux  non-symé- 
triques. —  M.  K.  Sclimidt  a  fait  connaître  dans  son  Inaugu- 
ral Dissertation,  une  extension  de  son  théorème,  pour  le  cas 
d  un  noyau  non  symétri(jue. 

Soit  N  (xy)  un  noyau  non  symétrique  appartenant  à  Ll,  el 
posons 

N  (rrj)  =  I   N  {sx)  ^  {sy)ds 

cl 

N(.rj)=   I   .N(.r,s)Nys)'/.s-. 
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Ces  deux  noyaux  sont  évidemment  symétriques  ;  i/s  sont 
aussi  pos  il  ifs.  En  elTet,  on  a 

j   N  (xy)  h  {x)  h  (y)  dxdv  =  r  I    ^  (s^'O  /'  i^-':  dr] 

et  de  même  pour  l'autre  noyau  iN(ccj). 

Les  valeurs  caraclérisliqucs  des  noyaux  'S{xy)  et  N(x'y)sont 
donc  positives  (n"  9).  Elles  sonl  aussi  les  //uvne.s  ;  en  elTet,  soit 
/,,;-  une  valeur  caractéristique  de  N(.c}')  et  'j^h(x')  une  solution 
relative.  On  a 

(5)  'i„  {x)  —  X„2  I   N  (a-<)  -^„  ^7)  dl  =  G. 
Posons  alors 

(6)  <l„{x)  =  )„  I  N(.T/)ç„(i)^«• 


on  aura 


(7)  ?„{x)-\,  j    ^{sx)'!^„{.s)ds  =  o, 

ce  qui  nous  montre  d'abord  que  ^bnix)  ne  peut  pas  être  identi- 
quement nul.  Renqjlarons  ensuite  dans  la  relation  ((»),  9,1  (x) 
par  sa  valeur  (7)  ;  on  aura 

(8)  'l,,  [x)  —  À,,^  /  N  (xs)  'l,,  (s)  ds  =  o. 

Le  noyau  N(icj')  admet  donc  aussi  la  valeur  caractciistiquo 
)„^  ;  d'autre  part  on  déduit  de  (6) 

j  .^,,2  [s)  ds  =  ),,   JN{sl)  'rn  (/)  'i>„(.s-)  ds  dt 
et  de  même,  de  (7) 

f-s,,^  (s)  Js  =  )  „  I   N  [si]  ojl)  ^„  (s)  ds  dl 
et  par  conséquent 

I    'IJ  (s)  ds  =  j   '^,c  {s)  ds  =  I . 

Lallsco.  —  Théorlo  des  équations  inlc'grales  7 
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Donc  ^,i{x)  est  une  fonction  fondamentale,  relative  à  ).„%  de 
.N(jcy).  Nous  obtenons  ainsi  le^ésullat  suivant  : 
~  a)  Les  noyaux  symétriques  ^{xy)  et  N(xy  ont  les  mêmes  va- 
leurs caractéristiques,  toutes  positives  ;  nous  les  écrirons  sous  la 

forme  ^^„^  ; 

b)  Si  les  fonctions  caractéristiques  du  noyau  ^{xy  sont 

9i(.r),  9,(.r),  ...,  9n{x).  .  • 

celles  du  noyau  'S(xy)  seront 

'h,{x)/^,(x),  ....<l„{x\  ... 


où  l'on  a  : 


<l„{x)  =  ln   i   ^{xs)o„{s  ds. 


Voici  maintenant  le  théorème  de  M.  Schmidl  : 
Toute  fonction  continue  ayant  la  forme  a  ou  h  : 

(a)        i   ^{xs)h{s)ds,  {b)      l   ^(sx)li{s)ds 

est  drveloppable  dans  une  série  ré<iuUéreinent  conver;/ente  des 
fonctions  ^71  {x)  ou  On{oc),  suivant  que  la  fonction  a  Informe 
a^  ou  (6). 

Nous  démontrons  la  [)rcmière  partie  de  ce  théorème;  1  autie 
en  est  une  simple  répétition. 

Le  coefficient  de  Fouiicr  de  la  fonclion  (a)  par  rapport  à 
'bn  (a;)  est 

de  sorte  que  le  développement  cherché  serait 

%)  =  'S'¥^  (  Ks)'Ms)ds  =  ^    i  N(xs)9„(s)f/s  /  h{s)oJs)ds. 

Cette  série  est  régulièrement  con\crgenle,  comme  il  résulte 
d'un  raisonnement  ap[)li(jué  au  théorème  de  Ililbcrt-Schmidt. 
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Oi-,  elle  a  les  mêmes  coefficients  de  Fourier  que  la  fonction  (a), 
cl'ap^è^  la  définition  même  de  S  {x)  ;  on  aura  donc  : 


j  ^{xs)h{s)ds 


S{x} 


Ce  théorème  à  son  importance  propre,  parce  qu'il  donne  des 
développements  en  série  suivant  les  fonctions  ç„ (a;)  ou 'J>„ (a:), 
pour  une  classe  de  fonctions  plus  étendue  que  celle  fournie  par 
le  théorème  de  Hilbert-Schmidt,  appliqué  directement  aux 
noyaux  N(ôcj)  ou  N(^y). 

Théorème  de  M.  E.  Picard  (').  —  L'équation  inté'/rate  de 
[ïi'cmière  espèce 


f 


\(xs)  h  (s)  ds  =  fix) 


admet  une  solution  et  une  seule  dans  û,  si  la  série 

(9)  >i!A^  +  À.!/;^  +  ...  +  >„!/;r  +  ... 

est  convergente.  Le  noyau  ^(xy)  est  supposé  fermé.  La  condi- 
tion (9)  est  nécessaire  et  suffisante. 

Dans  cet  énoncé,  les  constantes  ).„'^  désignent  les  valeurs 
caractéristiques  de  ^'(^y)  et  /"„  les  coefficients  de  Fourier  def(x) 
par  rapport  au\  fonctions  orthogonales  de  ^  (x}')  (^). 

Pour  démontrer  ce  théorème,  calculons  le  coefficient  fu  par 
rapport  à  <i>n  (x)  ;  on  a 

/„=    jfixyin{^)dx=    j    <}^,,{^)^{xs)h{s)dsdx  =  ^^    I    li{sr^„{s)ds 


(')  E,  Picard,  Un  théorème  général  sur  les  cqualions  intégrales  de  première 
espèce.  (C.  R.,  i4  juin  et  28  juin  1909)  et  Rendiconli  dcl  Circolo  Mate- 
matico  di  Palermo,  figio,  t.  29!. 

(-;  Dans  le  cas  du  noyau  symétrique,  on  a 

N  (xy)  —  N  (jv)  =  N,  'xy). 

Or,  le  noyau  itéré  a  comme  valeurs  caractéristiques,  les  carrés  de  celles 
de  'S[xy}  :  dans  ce  cas  donc,  >,n  désigne  la  valeur  caractéristique  générale 
de  N(a;j),  au  signe  près.  De  même,  les  fonctions  caractéristiques  de  N  ixj, 
et  ^'l  (xj)  étant  identiques,  on  peut  dire  atissi  que  les  coefficients/,,  sont 
pris  par  rapport  aux  fonctions  orthogonales  de  N(x/). 
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d'où 

(  I  o)  I    /(  (s)  9„  (s)  (is  =  y..,fn- 

Ov,  d'après  le  théorème  de  Fischer-Riesz,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  solution  et  une  seule 
h{x),  qui  vérifie  les  égalités  (lo),  est  que  la  série  ^  ^n^f»^  soit 
convergente. 

La  fonction  ainsi  trouvée,  vérifie  bien  l'équation  intégrale. 

En  effet,  d'après  la  formation  même  de  h  (x),  les  fondions 
l^{xs](Isel  f{x)  onl  les  mêmes  coefficients  de  Fourier  par 
rapport  à  la  suite  fermée  '\i„(x)  :  elles  sont  donc  identiques. 

Remarque.  —  Si  la  sailc  des  fonctions  'h, i{-^)  n'est  pas  fer- 
mée, le  raisonnement  précédent  nous  permet  seulement  d'écrire 

(n)  /   N(.rs)A(.)</,s-=/(.r)4-R(a'), 

K  (x)  étant  orthogonale  aux  '!^n{^')-  Toute  autre  équation  de  la 
forme 

(12)  I   \  {xs)  /<,  (s) ds  =  f(x)  +  k  (.t)  +  K,  (x) 

où  Kl  (x)  désigne  une  autre  fonction  orthogonale  aux  'l>n{j^) 
n'est  plus  résoluble  en  Q.  En  effet,   on  déduit  de  (11)  et  (12) 

(  N(xs)  h  (s)  —  A,  (s)]  ds  ^  K,  (a;) 

ce  qui  est  impossible. 

Donc,  si  le  noyau  N  [xy)  n'est  pas  fermé,  parmi  les  étinatioiis 

j  ^{xs)Ji{s)ds=f(x)  +  K(x) 

où /(x)  désigne  une  fonction  déterminée,  non  orlliogonale  aux 
'i;,j(x)  et  k  (x)  une  fonction  quelconcpie  orthogonale  aux  -i/,,  (x), 
il  existe  une  équation  et  une  seule  qui  est  résoluble  en  0  ('). 

(')  Voir  à  ce  sujet  aussi  : 

(j  liAUniCELLA,  Sopra  alcuiii  cijiiii:ioiie  iiilc<jrali  (  Alli  ci.  Ace.  tki  I.incci. 
1908),  et  HulV  e(]ua:ione  integrali  di  i'""  spccic  (Ibid   1909). 

G.  Lauiucella,  SuUn  risoh:ione  delV  r(jua:ionc  inlrfjrali  <li  1'  ,';/u'ejc.  (  .\lti 
d.  r.  Ace.  dei  Liricei,  avril  i<jii,  p.  ^r.>8). 
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LES     ÉQUATIONS     SINGULIÈRES. 


1.  Définitions;  historique.  —  ^'ous  dirons  qu'une  équa- 
tion inlégrale  est  sinf/u/icre  si  l'une  au  moins  des  limites  de 
l'intégrale  définie  qui  s'y  trouve,  est  infinie,  ou  bien  si  le  noyau 
devient  infini  pour  un  point,  au  moins,  de  l'intervalle  d'inté- 
gration. 

Nous  ferons  aussi  entrer  dans  la  classe  des  équations  singu- 
lières, l'équation  de  Volterra  de  première  espèce,  dans  le  cas 
où  l'on  a  N  {x,x)  =o,  pour  un  point,  au  moins,  de  l'intervalle 
d'intégration. 

Pour  l'équation  singulière  de  ^  olterra,  nous  avons  à  citer  les 
travaux  de  MM.  ^  .  Volterra,  E.  Ilolmgren,  J.  Horn('},  et 
G.  C.  Evans (-). 

L'équation  singulière  de  Fredholm  a  été  aussi  considérée, 
sous  l'impulsion  des  travaux  de  M.  D.  Ililbert,  par 
MM.  H.  V\'ey\[\,  E.  Hilb(^)  et  E.  Plancberel(5). 

Des  circonstances  analytiques  remarquables  et  des  plus  di- 
verses, vont  se  présenter  dans  ce  genre  d'études  ;  voici  celles 
qui  sont  essentielles  : 

(')  J.  lIouN,  ]'olU'rrasche  Inlefjralgleichungeimnd SuminengleichuiKjen.  (Jour- 
nal f.  eine  ii.  a    malli.  i4o,  2,  p.  120-108)  lyti. 

('-)  G.  G.  Evans,  L'eqmz'ionc.  inlecjrali  di  Volterra  di  seconda  specie,  con  un 
Uinlte  dcll  intcfjrali  infin'Uo.  (Alli  Liiicci,  mars,  mai,  juillet  itjii)- 

(•')  H  We\l,  Singniure  InU'grahjleicluimjen,  mil  besondercr  lifriichslcldigiiihj 
des  F  ourler  llieorems.    (Inaugural  Diss.  Gôllingen  1908'  et  Math.  Ann    i()oS. 

(*j  E.  Ihi.B,  Uber  Inlegmldarstellungen  wlllldirlicher  Fmcrioncn.{Ma.l[i.  Ann. 
R(l  67,    i()09,  p.  1-6G;. 

(■•)  E.  I'l.vnchehel,  Inlegrnldarslrlhiiigen  wlllkiirllcher  Funrllonen.  {[■>.  ôit)) 
Math.  Ann.  Bd.  67,   1909. 
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1"  Les  valeurs  caractéristiques  ne  forment  plus,  en  général, 
un  ensemble  dénonibrable  de  points  isolés  ;  elles  peuvent  être 
distribués,  dans  le  cas  symétrique  par  exemple,  s\u-  des  segments 
de  l'axe  réel,  partout  denses.  On  dit  qu'elles  fournissent  dans  ce 
cas,  le  spectre  seginenlaire  du  noyau. 

2"  Au  lieu  du  tbéorème  de  dévelop])ement  en  séries  de  Fou- 
rier,  s'introduit  un  théorème  sur  la  représentation  d'une  fonction 
arbitraire,  à  l'aide  d'une  ink'tjrale  de  Fourier. 

3"  T. a  nature  analylicpic  en  À,  de  la  solution  dépend  essentiel- 
lement du  second  membre. 

V  La  réalité  des  solutions  impose  et  fait  ressortir,  dans  le 
cas  singulier,  des  conditions  restrictives  des  })lus  variées. 

Les  méthodes  actuelles  se  maintiennent  essentiellement  dans 
le  domaine  réel.  Il  paraît  pourtant  nécessaire,  dès  que  l'on  passe 
au  cas  singulier,  d'introduire  la  variable  complexe.  C'est  ce  que 
l'on  a  déjà  fait  pour  l'équation  de  Volterra,  et  c'est  ce  que  l'on 
peut  aussi  essayer  pour  l'équation  de  Fredholm.  Dans  quelques 
notes  récentes,  M.  E.  Picard  indique  une  voie  fructueuse  dans 
cette  nou\elle  direction. 

Ce  chapitre  est  en  pleine  voie  de  formation  et  des  résultats 
ayant  un  caractère  plus  grand  de  généralité  ne  sont  pas  encore 
obtenus  d'une  manière  tout  à  fait  nette.  Aussi,  nous  nous  bor- 
nerons, pour  l'équation  de  Fredholm,  à  développer  quelques 
exemples  et  les  théorèmes  de  M.  Picard. 

A  coté  des  équations  singulières  pro[)rement  dites,  se  place 
la  classe  importante  des  équations  dont  le  noyau  est  de  la  forme 

N  (xy) 
-•^-  (o<a<i). 


{x  —  y)^ 

Ces  équations,  à  l'aide  d'un  artifice  de  calcul,  peuvent  être 
traitées  avec  succès  par  les  méthodes  précédentes  et  ont  des  pro- 
priétés régulières. 
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I.  —  L'ÉQUATION  SINGULIÈRE  DE  VOLTERRV. 

Le  cas  (le  N  0,0)  =  o. 

2.  Théorèmes  de  MM.  Volterra  et  Holœgren.  —  Ce  cas 
a  été  approlondi  par  ^JM.  \  .  ^  olterra  et  E.  llolmgron,  clans 
l'hypothèse  d'un  noyau  analytique,  ou  plus  généralement,  d'un 
noyau  qui  peut  être  mis  sous  la  forme 

(1)  N  {xy)  =  \qX"  -f-  A,  .r"-' j  -h  ...  H-  A„j»  H-  0;"+'  Q  (xy) 

=  P  (xy)  +  x'H-i  0  (j-v).      (A„  +  A,  +  . . .  +  A,  ;2f  O;. 

Q[Xy)  désigne  une  l'onction  finie  dans  l'intervalle  d'intégra- 
tion. Voici  l'énoncé  du  théorème  de  M.  Volterra.  complété  par 
M.  E.  Holmgren  : 

Pour  que  l'équation 

(2)  \\{xsyr{s)ds=J{x) 

ait  (les  solutions  réelles,  Jinics  autour  de  l'ori(jine,  il  faut  et  il 
suffit  que  : 

f(o)=f'{o^=f"(o^  =  ...=f'^^(o)  =  o. 

Dans  ce  cas,  l  équation  (2)  a  A;+i  solutions  linéairement 
indépendantes,  /v  étant  le  nombre  des  racines  à  partie  réelle  po-' 
sitive  ou  nulle,  de  l'équation  en  r  : 

(2')  ^^  +  ^ +  ...  +  ^^    =  o. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  emploierons  toujours  la 
méthode  des  approximations  successives,  en  réduisant  ce  cas, 
à  la  résolution  d'une  équation  dilTércntielle  linéaire  d'ordre  n  et 
à  un  mécanisme  d'approximations  successives.  Nous  écrirons 
d'ahord  le  noyau  sous  la  forme 


x 

(l'j         a^fx)  -h  «1  (x)  — 
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en  mellanl  vn  éNidcnce  rinconnue  x  —  v,  à  la  [jlace  de  y.  Puis- 
que l'ensouiljle  des  termes  de  degré  minimum,  forme  un  poly- 
nôme homogène  de  degré  n,  il  résulte  que  a^[x]  contient  néces- 
sairement X"  en  facteur,  et  en  général,  a,,  x  contient  au  moins 
x"~^  en  fadeur.  On  a  de  plus 

fljo)  =  Ao  H-  Al  +  ...  +  A„;zf  o 

comme  on  le  voit,  en  faisant  x  =^  }',  dans  les  deux  expressions 
I    et  (i'^  de  N  (xy). 
Dans  ces  conditions,  l'équation  de  A  ollerra  pont  s'écrire  : 


Ch 


,•      ^       X    —    S) 

a,  (X) ^ 

'   '         1 


+  a„  (x)  i^— -^-  1  ■:.  V  ds  +  1     '^  ^''\     P  (o-.s) 'f  (.9  ds  =  fix). 
Il  sullil  niainlenant  d'ai)prupicr  la  forniule  bien  connue 

et  de  prendre  connue  inconnue,  à  la  place  de  9  (x"  ,  la  fonction 


zix)  =^ 


polU'  obtenir  l'équation 


Si  la  solution  'y^x  est  Unie  et  continue  à  l'origine,  l'ensemble 
des  termes  de  degré  minimum  dans  le   premier  mcndjre  de  (3 
sera  de  degré  /?  -h  i  ena;;  il  résulte  (Iduc  qu'il   est  nécessaire 
que  l'on  ail  aussi  : 

Dans  ces  conditions,   nous  appliqii<)n>   la   mélliodr  des  a[»- 
|iroxnnalions  successives,  en  prenant  cuunne  prcmièie  équation 
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C'est  une  équation  difTérenlielle  linéaire  d'ordre  n,  dn  tvpe 
de  Fuclis,  dont  la  solution  générale  sera  donnée  [)ar  l'expres- 
sion 

(5)         C,  j"i  P,  (x)  +  C,x'2V./x)  -h  ... 

-f-  C„  .r-..  P„  (x)  +  Q  (x)  (  P;  (o)  ;zf  o) 

où  )•[,  r>,  ...  /'„  sont  les  racines,  supposées  d'abord  distinctes, 
et  à  différences  non  entières,  de  l'équation  déterminante.  Qi  (a?) 
désigne  une  solution  particulière  de  1  "équation  (/\),  avec  second 
membre  ;  elle  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  ^'    : 

(5-)  QW=x.P,W  r'^J/^  +  ^"P,(^)  f"'hm3ù^+... 
^^.VJ^C'i^^  (Q,(o);zfo). 

J  a„  ^  " 

Ln  [)elit  raisonnement  nous  montre  immédiatement  que  cette 
solution  est  toujours  finie  et  de  la  forme  x"+Wj  ix),  si  les  iiité- 
(jrales  qui  ficjurenl  dans  son  expression,  ont  un  sens.   En  clTet, 

l'ordre  infinitésimal  en  x  de  l'expression  sous  le  signe  /  qui  figure 

dans  le  terme  général,  est  au  moins  "  Rf//  +  i  — ;•; —  i; 
=  ll(//  —  /•,  .  Si  donc  l\  n  —  /',)  >  —  i,  pour  que  l'intégrale 
correspondante  ait  un  sens,  il  faudra  prendre  ai  =  o:  dans  ce 
cas,  l'ordre  infinitésimal  de  l'intégrale  sera  au  moins  égal  à 
R(/i  —  /',  H-  i),  et  par  conséquent  le  terme  tout  entier,  aura 
bien  un  ordre  au  moins  égal  à  /z  -h  i .  Si  R  'U  —  /',)  <^  —  i ,  on 
doit  prendre  comme  limite  inférieure  a,  >  o,  autrement  arbi- 
traire. 

L'ordre  infinitésimal  sera  alors  égal  au  moins  à  r,  ;  mais, 
comme  dans  ce  cas  on  a  R  /',  >  //  -i-  i,  l'ordre  inlinitésinial  dn 
terme  respectif  sera  donc  toujours  au  moins  égal  à  /?  -+  i . 
Dans  lous  les  cas,  l'expression  (3)  nous  fournit  donc  une  solu- 
tion de  l'équation  V  ,  finie  et  d'ordre  infinitésimal  au  moins 
égal  à  /i  -h  I.   Si  on  laisse  les  constantes  a,  ;zf  o,   arbitraires, 

(')  On  obliciil  celle  formule  en  en)[)lo}anl,  |iar  excm[ile,  la  niéllioJc  de 
la  variation  des  conslanlcs. 

{^)  Il  (.T )  désigne  la  jiarlie  réelle  de  x. 
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l'expression  (5)  représente  la  solution  de  (1)  la  plus  générale, 
qui  soit  finie  el  d'ordre  infinitésimal  en  x,  au  moins  égal  à 
n  +  I.  Elle  contient  des  constantes  arbitraires,  en  nombre  égal 
aux  racines  de  l'équation  algébrique  (2),  telles  que  R;/',  ^  n  -M. 
Il  est  maintenant  très  facile  de  démontrer  la  convergence 
régulière  des  approximations  successives.  En  elTct,  dans  l'inter- 
valle d'intégration,  on  a 

1  /(.r)  I  <  M.:"-',  I  P,(a-)  I  <  1>,.  i  Q,(.t)  |  <  Q, 

n 

Si  donc  nous  posons^  P,Qi  ::=  N  et  si  0  désigne  la  [)lus  petite 
<les  expressions  \  n  —  /',  4-  1  |  ,  on  aura  : 

et  par  conséquent 

|r,(.T)i<-^^a:"+'. 

La  seconde  approximation  est  donnée  par 
(6)  D(2,)  =  —    r    P,{xs):{s)ds. 

^'  o 

On  prendra  pour  :i  la  même  expression  (5'),  où  l'on  a  à  rem- 
placer/(jc)  par  le  second  membre  de  (6).  En  vertu  de  liné- 
galilé 

(       P,  (xs)  r,  (.■) (/s     <  z  (P,  (xy)  <  t.) 

i  ')  I  '■^V     "•"  '/ 

nous  pourrons  écrire  immédiatement 

M  2^2      a:»i-2 


On  aura  de  même 


h.K 


I  r,  |<  z'.-' 


?{?  "+-  ')  (?  +  '0     (^  +  2)  (n  +  3) 


p(,o  +  i)  ...  (p  -4-  r/  —  i)     («  -f-  2)  ...  (n  -+-  7/ 
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Ces  inégalités  démonlrcnl  la  convergence  régulière  de  la  série 
<les  approximations. 

La  solution  ainsi  obtenue  contient  linéairement  k  coiislanlcs 
arbilraires  a,,  h  désignant  le  nombre  de  racines  /',  dont  la 
partie  réelle  est  plus  grande  ou  égale  à  /i  +  i ,  c'est-à-dire  telles 
que  n  —  /",  <  —  i . 

3.  L'équation  déterminante.  —  Il  nous  reste  maintenant 
à  montrer  que  l'équation  déterminante  de  (4)  coïncide  néces- 
sairement avec  l'équation  algébrique  (2').  Remarquons  pour 
cela,  que  l'équation  déterminante  de  (4)  ne  change  pas,  si  l'on 
ne  garde  des  coefficients  ai[x)  que  leurs  premiers  termes.  Mais 
dans  ce  cas,  l'équation  (4)  en  '^(x),  se  réduit  évidemment  à 

[AoX"  +  Ai.T"-'s  +  ...  -\-  A„s"   r{s)(îs  =J{:r) 


i 


dont  l'équation  déterminante  s'obtient  immédiatement,    en  y 
faisant  '^{x)  =  x'',  ce  qui  nous  donne  : 

r^^  +  ...  H '^ 1  x"^'-+'  =  o. 

Lr  -+-  I  ^  r  -i-  /i  +  I J 

Maintenant,  la  relation 


nous  montre  que,  si  ç(ôc)  =  .x'',  on  aura  z{x)  =  ax'""^'"^'  ;  pour 
obtenir  donc  l'équation  déterminante  de  \!\),  on  n'aura  (\y\h 
remplacer  /•  dans  l'équation 


r   +-  Il 


par  ?'  —  n  —  i.  On  pourra  alors  garder  l'équation  (2')  à  con- 
dition de  remplacer  la  condition  :  R(/\)  >  /i  +  i  par  la  condi- 
tion R  (/\)  >  o.  On  retombe  ainsi  sur  la  condition  qui  figure  dans 
l'énoncé  du  théorème  de  MM.  Yoltorra  et  Ilolmgren. 

Remarques.  —  i"  Le  cas  des  racines  /■;  égales,  ou  à  dillé- 
rences  entières,  peut  être  traitée  d'une  façon  absolument  ana- 
logue ;  l'introduction  des  logarithmes  ne  change  rien  au  raison- 
nement précédent. 
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2"  Le  problème  précédcnl  revient  à  la  iccherclie  des  solutions 
finies  à  l'origine,  sur  l'axe  réel,  de  réqualion  diiVcrenlielle 
linéaire  d'ordre  infini 

ao{x)y  +  (h(x)   I  ydx    1-  ...  +  a„{x)    j  p/.r"  +  ...  =/(.r). 

Si  le  degré  en  s  du  noyau  est  fini,  cette  équation  sera  d'ordre 
fini  et  l'on  retombe  sur  une  question  connue,  dont  le  présent 
théorème  est  une  véritable  généralisation. 


Les  noydiix  siiKjiiliers  G. 

4.  Cas  général.  —  Nous  a[)pelerons  noyau  sinyiilier  (i,   un 
noyau  de  la  lormc 

^—-^  (o  <  a  <  i). 


{^  -  V)' 


Si  Çf{xx)  "^zt  o  nous  dirons  que  le  noyau   est  d'exposant  a. 
Ces  noyaux  se  rencontrent  sovivcnt  dans  les   applications  ;   ils 
présentent  aussi  un   intérêt  historique,  puisque  le  noyau  ren 
contré  dans  le  fameux  problème  d' Abel,  est  justement  de  celte 
forme. 

Prenons  l'équation  de  première  espèce 

(7)  [  ^^.  n»)"'''  =/(-)■ 

Pour  la  résoudre,  nous  com[)osons  les  deux  membres  de  cette 

I  , 

eciualion  avec ; — ^;  nous  obtenons 

ou  a[)[)liquanl  la  formule  de  Dirichlel 

r..fs).is  I" ^^^^ =  r  -/(-■*"'^ 

i  ■^'  J.  {^-z)'-'{z-sr    J.  (.x-.y- 
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Posons 

(7«  } TT^irT r^  =  ^[^y) 


el 


nous  obtenons  réquation 

(8)  I     K{xs)o(s)ds=  F{x]. 

t^  o 

C'est  une  équation  de  Volterra,  dont  le  noyau  ne  devient  plus 
infini  pour  x  =  y.  En  elTet,  faisons  en  (7  a)  le  changement  de 
variable 

s  —  j  =  '(-^  —y) 

nous  obtenons  immédiatement 

ce  qui  nous  montre  que  le  noyau  K  (xy^  est  fini  pour  x  =  y. 

L'artifice  de  calcul  employé,  nous  oblige  maintenant  de  mon- 
trer que,  l'cciproqiicnunt,  toute  solution  de  (8)  vérifie  aussi  (7). 
Cela  revient  à  montrer  que  l'équation 

^^        h(s]ds 


n'admet  aucune  autre  solution  que  li{x)  ^  o.  Pour  démontrer 
cette  pioposilion,  conq)osons  1  équation  précédente  avec  ; — 

et  appliquons  la  formule  de  Dirichlet  ;    on  obtient  immédiate- 
ment : 

-        /  '■^' 

-i I  /l    s  .  (/s   =:  o 

sm  a-    f,,  ' 

•d'où  il  résullc  h'x)  ^  o. 
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5.  Le  problème  d'Abel.  —  Abcl  avait  considéré  l'équalion 

C'est  le  cas  particulier  où  G  {xy)  ^  i. 

Dans  ce  cas,  les  formules  précédentes  deviennent  particuliè- 
rement simples.  On  a  : 

^  "  '         sin  air 

Par  conséquent,  puisque  Kj,'(a;j)  ^  o,  la    solution   du    pro- 
blème d'Abel  sera  donnée  sim[)lement  par  la  formide  (') 


<f(.r)  = 


/"(o)  -'-r      f'{s)(h 


,         sin  aTi  ,,,.    ,         sin  ar  r   /(o  , 'J'      r  [s)ds      "l 

Le  cas  de  a  =^  y:i  . 
6.  —  L'équation  de  \ollerra 

'-t'y- 

(e)  ?(»•)  -^    I       N(a-s):(s)(/s  =/(a:)       (x  >  a). 

se  présente  dans  les  recberclies  modernes  sur  les  phénomènes- 
non  analytiques  (-). 

Pour  traiter,  avec  M.  G.  C.  Evans  (J'^,  un  cas  simple,  nous 
lerons  l'hypothèse  que  l'intégrale 

'.Xi 

(y)  i     \^M[ 


ds 


existe  et  que  même,  pour  x  siijfisamnienl  (/raïul,  elle  peut  être 
rendue  aussi  petite  que  l'on   veut.  Dans  ce  cas,  en  appliquant 


(')  ^  oir  aussi  E.  Gouus.vt,  .Su;-   un    pruljlrine  irinrersion  dWljcl  ^Acla  Mal 
27.  ifjoS). 

(2)  Voir  E.  PicAiiD.  La  science  moderne  cl  son  t'ial  (tcliiel  (l>age  fiô;. 
r*    Voir  Alli  Lincei,  mars  cl  mai  i(|ii. 
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les  approximations  successives,  on  démontre  comme  dans  le  cas 
de  l'équation  régulière  de  Fredholm,  que  la  série  des  approxi- 
mations converge,  et  qu'elle  représente  la  seule  solution  finie 
de  {c). 

Nous  avons  dû  prendre  x  suffisamment  grand,  par  excm])le 
plus  grand  que  b  >-  a.  Pour  obtenir  maintenant  une  solution  de 
[e)  dans  tout  l'intervalle  (a  — >  -h  x  )  on  peut  procéder  par 
prolongcinenl.  Ecrivons  l'équation  (e),  sous  la  forme 

(  1  o)       ?  (-r  )  +    1     _N  {xs)  'r  (s)  ds  =  J  h)  —  N  (xs)  9  (s)  ds . 

J  X  J  b 

Le  second  membre  de  l'équation  est  connu,  puisque  ç{x)  est 
maintenant  déterminé  dans  l'intervalle  (6,  +  oc  ). 

Léqiiation  (10)  est  donc  une  équation  de  Yolterra  régulière, 
de  seconde  espèce  qui  nous  donnera  ainsi,  les  valeurs  de  ©(as) 
dans  l'intervalle  [ab). 

Dans  riiypotèse  plus  générale,  seulement  de  Vexislencc,  de 
l'intégrale  (9),  on  peut  introduire  devant  l'intégrale,  un  para- 
mètre >.  ;  dans  ce  cas,  les  approximations  successives  convergent 
sûrement,  si  À  est  suffisamment  petit.  Le  point  ).  =  o  est  donc  un 
point  régulier  de  la  solution,  en  tant  que  fonclioa  de  À.  11 
serait  intéressant  d'étudier  complètement  la  nature  analytique 
en  À,  de  la  solution,  puisque  l'équation  de  ^olterra  avec  une 
limite  infinie,  apparaît  comme  un  des  exemples  généraux  les 
plus  simples  des  pareilles  équations  singulières. 


II.  —  L'ÉQUA.TIO^'  SINGULIÈI\E  DK  IREDIIOI.M. 
Les  noyaux  sint/ulicrs  G. 

1.    Composition   de   deux   noyaux  singuliers  G.  —   Le 

noyau  composé  de  deux  noyaux  sm/julicrs  (_i,  d'exposants  7.  et  'j 
respectivement,  est  un  noyau  de  la  même  forme  et  d'exposant 

7.  -^  [j  —  I . 

La  composition  est  faite  dans  l'intervalle  ab  ;  on  suppose 
en  outre  a  -j-  /B  —  i  >>  o  ;  il  est  évident  que  dans  le  cas 
a  +  .'B  —  c  <  o,  le  novau  composé  n'est  plus  singulier. 
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Soient 

\x  —  V  I  \x  —  y  J'^ 

el  considcrons  le  noyau 

(II)  V(xs)()(sy)ds=         *—^. '—.ds. 

Supposons  par  exemple  y  <<  x.  Nous  divisons  rintervalle  ah 
en  trois  intervalles  partiels  :  (ly,  yx  et  xb  ;  soient  L,  L  et  h  les 
parties  de  l'intégrale  (i  i  ),  relatives  à  ces  intervalles  respec- 
tivement. 

Evaluons  d'abord  L  ;  on  a 

Si  l'on  fait  le  changement  de  variable 

s  =  y  -\-  (x  —  v)  / 

l'intcgrale  du  dernier  «nembrc  des  inégalités  (12)  de\icnt 

A, 


(.T  -  V)  '  +   P  -  ' 

posant 

On  a  donc 

1I..|<           ''^'          . 

'"'1                        |3t  +  ft  —  J 
1  ''^          J   \ 

Le  même  calcul  nous  montre  en  mrme  temps  que 

oi'i  I  on  a,  en  posant   ^/,  =  — __     ,  ponr  tonte  valeur  de  ./;  el  y 
à  l'intérieur  de  ah, 

Ja,    (l   —   0     r  ,'_,o(l    —  0     ' 
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ce  qui  prouve  que  A,  est  fini,  en  vertu  de  l'hypothèse  a-f-('5>  i  ; 
un  raisonnement  identique  est  apphquable  pour  Au.  On  a  donc 


^G^(A,  +A,  +  A3) 
1-^        /  i 


/   P(xs)  QUY)ds 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Propriétés  des  noyaux  itérés.  —  i"  Le  noyau  itéré 
d'ordre  k  d'un  noyau  singulier  G,  est  un  noyau  de  la  même 
forme,  d'exposant  (A;  +  i)  a  —  A-,  si  cet  exposant  est  positif. 

En  effet  d'après  le  théorème  précédent,  une  itération  augmente 
l'exposant  de  a  —  i  ;  après  k  itérations,  l'exposant  sera  donc 
bien  égal  à 

a  +  A(a  —  i)  =  (/i  +   i)  a  —  k. 

2"  La  suite  des  noyaux  itérés  d'un  noyau  sintjulier  G,  ne 
contient  qu'un  nombre  fini  de  noyaux  singuliers. 

Si  k  est  le  premier  nombre  entier  plus  grand  que     ,  le 

noyau  itéré  d'ordre  A-  ne  devient   plus   infini   pour  x  =  y.  En 

ell'et,  si  A'  >■  — ^3—  ,  on  aura  {k  -\-  1)  a  — ■  k  <,  o. 

On  peut  énoncer  ce  résultat   aussi    sous  la    forme  suivante. 

n  k 

Considérons  la  suite  des  fractions  de  la  forme  — ; — -,  si  r — ; — - 

n  H-   l  h  -h   I 

est  phis  grand  que  a,  le  noyau  itéré  d'ordre  A-  ne  devient  plus 
infini  pour  x  =  y. 

9.  Autre  formule  pour  la  solution  de  l'équation  de 
Fredholm.  —  La  formule  de  Fredholm 

,     ,      d(-%) 

n'est  plus  applicable  dans  le  cas  d'un  noyau  singulier  G,  car 
l'une  au  moins  des  traces  du  noyau  G,  est  mfinie.  Or  la 
formule  ('): 

('■')      -d1  =  "■  +  "•'■  + +  "'•'.'-•  ^ 


(1)    Pour  faciliter    l'écriture  nous  écrirons  dans  ce  chapitre,  l'équation  de 
Fredholm,  avec  le  signe  —  devant  l'intégrale. 

Lalesco.  —  Théorie  tics  équations  intégrales  o 
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OU,  son  équivalente 

(i4)  \)il)  =  e       '         '        ■■■       ' 

nous  nionltc  que  D(X)  est  une  fonction  bien  déterminée  des 
traces  du  noyau. 

Pour  obtenir  une  autre  formule,  applicable  aussi  aux  noyaux 
G,  nous  procéderons  de  la  manière  suivante  : 

Faisons  dans  l'expression  (lo)  de  D('^),  /?,  =/?,...  ^ /?;._j 
=  fij;  =  G,  et  désignons  'Ai'')  la  fonction  ainsi  obtenue.  En  vertu 
des  relations  (i3)  et  (i  V),  il  est  évident  que  l'on  aura  : 


1,1    ,    'i)A*    ,  ,    n/,}, 


+  ^+-  + 


k 


(i5)  a,(X)===l)(>,)e 

et  par  conséquent  : 

{i6)  -  1^  =  n,,^,V^  +  n,+/A^-+i  4_  ... 

Pour  obtenir  maintenant  la  fonction  du  numérateur,  nous 
utiliserons  les  relations  d'identification 

^^  1  M  =  ^  M  ai  +  I   N  {xs)  A 0  (sy)  d^ 

'M) 

A,,{xy)  =  ^(xy)ap  +   j   ^{xs)Ap_,(sy)ds 

oii  Up  désignent  maintenant  les  cœfjiclcnls  de  j\.  (X)  ;  en  particu- 
lier on  a  :  a,  =  a^  = ...  ==  a/^  =  o.  A  cause  du  caractère  de 

■■o 

récurrence  des   relations  [i")',  la  fonction   /^  t\p{xy)[V),  que 

p  =  o 

nous  désignerons  par  'S'A    X  j  est  la  même  que  celle  obtenue  en 
l'aisant  directement  /?,  -  -  /<o  =  ...  =  /i/,  =  o,  dans  l'expression 

dei.(;.). 

Nous  avons  ainsi  obtenu  deux  séries  en  X,  «ji,^    XJet'ii/, (X) 
dont    les    coellicicnls    ont    un    sens    parfaitement    déterminé, 
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aussi    dans     le    cas    du     uovau     singulier    G,    pour    lequel 
(/x   H-    I  )  a  —  /.•  <;  o  ;  en  outre,  l'expression 

Yérifie  formellement  l'équation  de  Fredliolm. 

Il  nous  reste  maintenant  à  démontrer  qu'elles  &ont  aussi  des 
fonctions  cnlièrcs  de  X.  Dans  ce  cas,  on  aura 


11.      X 


.^^      K'')_H?) 


,y"j         D(X)    -    %Çk) 
ce  qui  en  tenant  compte  de  (i5),  nous  donne  : 

Nous  établirons  cette  propriété  pour  3)/,. (À).  Remarquons  pour 
cela,  que  la  formule  (i6)  peut  encore  s'écrire,  en  groupant  les 
termes  de  A'  en  k  : 

~^'p=I  P=I  p  =  1 

=  Ai(X''-)  +  Xa.(à''-)  +  ...  +  À''-'A,(>>). 

Le  second  membre  de  i8)  est  une  fonction  mcromorplie 
de  X.  En  elVet,  l'expression  : 

■X) 

P  =  I 
est  l'élément  analytique  de  la  solution  de  l'équation  intégrale 

'ïi,{xy)  =  N,+,-,{xy)  +  >^''-  |   ^,{xs)%,{sy)ds. 

C'est  donc  une  fonction  méromorphe  de  À,  parfaitement  dé- 
terminée, puisque  le  noyau  ^ic{xy)  n'est  plus  singulier.  Mais, 
d'autre  part,  on  a  : 


A,(X)  =  À''-  I   %..{ss)ds. 
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La  fonction  A,.  À^esl  donc  aussi  une  l'onction  méromorphe 
(Je  À.  Le  second  membre  de  (18}  sera  donc  lui-même  une  fonc- 
tion méromoiplic  de  À,  puisqu'il  est  la  somme  de  />■  fonctions 
méromorphes.  Or,  il  est  idcnlùjuemenf.  égnl  à  la  dérivée  loga- 
rithmique d'une  fonction  ;  cette  première  fonction  ne  peut  donc 
être  qu'une  fonction  entière  de  À    '  . 

10.  L'ordre  de  lî^(X).  Extension  de  la  théorie,  aux  noyaux 
singuliers  (j.  —  Pour  délerniiner  l'ordre  de  '-!\  À  ,  uous  allons 
d'abord  établir  une  formule  préliminaire.  Dans  la  relation 

log  D(a)  = ^ ^ ...  —  ,„,  -  —  ... 

rcmj)laçons  À  respectivement  patO-,  aX,...a'"/,  en  désignant  par  a 
une  racine  primitive  de  degré  k  -\-  i  de  l'unité.  Ajoutons  en- 
suite ces  k  -f-  I  relations,  membre  à  membre,  nous  obtenons 

f. 

(  1  9)         log  D  (À).  D  (a)  )....    D  (a'').  )  =  —  V   'M,^  +  i),>'>-^"''^'' , 

Soit  D/fÀ)  la  fonction  déterminante  du  noyau  N/..  x'j^;  on  re- 
connaît de  suite  que  le  second  membre  de  (19),  n'est  autre 
chose  que  log  Da(^> ''+').  On  aura  donc,  en  passant  des  loga- 
rithmes aux  nombres 

D(>.) .  D(a>.) D(a''À)  =  D,, (/.'-•+»). 

On  en  déduit  immédiatement,  (*)  en  vertu  de  (i5) 
'J\(À)'i^/.(ï>)  '-i\(^'v.)  ^  D(À) .  D(aÀ) D(a''À)  =  D,(X*+'). 


f)  Voir  11.  PoiKCviii';,  l{fm(iriiiies  diverses  sur  Irij.  de  Fredliohii  (Acla 
Malli.  tome  33,  i()iO)  et  T.  Lalesco,  Sur  l'ordre  de  la  fonction  D  a)  de 
Vredhohn.  (Com|jles  Rendus,  Paris  1907,  t.  i'|5,  page  ii3()  . 

(^)  On  peut  élalilir,  par  la  mcine  méthode  nnc  formule  analogue 
pour  'S[j'xy\i  ;  on  a  : 

•  %(a-v,).)  .  %(xv  ;  %\) ...  %'.xy,OL'\  =  %/xv  ;  X*+  '). 
Il  on  résulte,  une  formule  analogue  aussi  jiour  'i\/3"7,X). 
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Soit  maintenant  m,  l'ordre  de  -i)fc(^).  Gomme  les  fonctions 
2>i,{ct.il)  ont  évidemmenl  le  môme  ordre,  leur  produit  sera  aussi 
d'ordre  m.  Mais  l'égalité  précédente  nous  montre  que  l'ordre  du 
produit  est  égal  à  celui  de  Da(^''''+')  qui,  nous  le  savons,  est  au 
plus  égal  à  2(/.-  -t-  I  .  Il  résulte  donc  que 

m  <^  '2{k  +1). 

L'ordre  de  la  fonclion  'i\  X'  est  donc  au  pins  c(jal  à  2k  4-  2. 
La  formule 


log  U\| 


~  ~k 


nous  permet  alors  d'en  conclure  le  théorème  suivant  : 

La  coiidilion  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'un  noyau  s'ukju- 
Uer  G,  d'exposants  y.  et  h  ('),  n'ait  aucune  valeur  caractéristique , 
est  que  ses  traces,  à  partir  de  celle  de  ranq  -ik  +  3,  soient  toutes 
nulles. 

Toute  la  théorie  des  noyaux  réguliers,  est  dès  lors  entière- 
ment applicable  aussi  aux  noyaux  singuliers  G. 

Remarque.  —  Pour  le  cas  a  <^  ~ ,  on  peut  facilement  obtenir 

la    suprression  du  facteur  c"i'>,  dans  les   formules  mêmes  de 
Fredholm.  Il  suffit  de  remplacer  dans  chacvm  des  déterminants 

^/Xi.r.,...Xp\  ^^  ^ixxix.,....ii,\      j^^    termes    de   la  diagonale 

\XiX.,...x-i,l  \  va'iO-i ...  3-^,  /  ^ 

principale  par  zéros. 

Gette  élégante  remarque  est  due  à  M.  D.  Hilbert  -);  elle  pa- 
raît difficilement  susceptible  d'une  généralisation  directe. 

L'équation  de  Fredludin  dans  le  domaine  complexe. 
11.  —  Considérons  récpi.ilion 

9 (x)  —  À   I   N (xs) 9 [s:  (h  =  f  (x) 


(1)  On  peut  designer  ainsi,  pour  abréger,  un  noyau  singulier  G  d'expo- 
sant a,  dont  le  k-mc  iiovaux  itéré  est  l'expression  qui  ne  devient  plus  inluii 
pour  x  r=  j. 

(2)  GoU.  A''(f/i;-.  Ersie  Milt.   190'»,  page  81. 
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OÙ  'Si'xy)  désigne  d'abord  une  fonction  analytique  entière  par 
rapport  aux  deux  variables  x  et  y. 

Prenons  à  la  place  de  l'intervalle  réel  ah),  une  courbe  quel- 
conque d'intégration  C,  entre  les  affîxes  a  et  b. 

Les  formules  de  M.  Fredbolm  sont  évidemment  aussi  appli- 
cables sur  le  cliemin  complexe  Ci,  à  condition  de  remplacer 
partout  les  intégrales  rectilignes  par  des  intégrales  de  variable 
complexe  le  long  de  Ci.  De  cette  façon,  on  peut  définir  une  fonc- 
tion de  variable  complexe  parfaitement  déterminée  tout  le  long 
de  la  courbe  C,  et  que  nous  écrirons  sous  la  forme  : 

o[x  ;  a,b). 

Celle  fonclion  est  une  fonction  uniforme  de  x  et  des  para- 
mètres a  et  b.  —  En  effet  les  diverses  intégrales  qui  figurent 
dans  l'expression  de  ç  x  ;  a,b:  ne  dépendent  pas  de  la  courbe  C, ,. 
si  l'on  fixe  les  points  x,  a,  et  b,  puisque  '^{xy]  est  une  fonction 
entière  de  x  et  j. 

Celte  propriété  importante  ne  se  maintient  jdus  si  le  noyau 
n'est  |)liis  une  fonction  entière.  Dans  ce  dernier  cas,  la  fonction 
O'x  ;  a,b  est  une  fonction  multiforme  et  cette  circonstance  nous 
donne  déjà  une  indication  sur  la  con)[)lication  du  problème. 
Prenons,  avec  AI.  E.  Picard  ('  ,  l'exemple  le  plus  simple  du 

novau  N  (xj)  =  -,  c'est-à-dire,  considérons  l'écjuatiDU   inté- 
grale 


r(-'0- 1  '^^{^y^=m 


OU 


X'^(x) —   I     o's)ds  =  xf(x). 
Sa  solution  est  innnédiate  ;  en  posant 


R 


(')    1'^.    l'icAKD,    (Jn    théorème    sur    les  éijualions    iiUrfjrales  de   l'i""  csprcc. 
(Comptes  Rendus,  Février  1910,  tome  iSa). 
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on  a  : 

cp(.T)=/ra-)  ^  --. 

La  constante  K  se  détermine  en  intégrant  cette   relation   le 
long  de  C,,  ce  qui  nous  donne 


K= j  f  s)ds + K  r  ^ 


d'où 


on  a  donc  finalement 

/(s)  ds 


o(a-)  =  /  (x)  -+■ 


X 


r  ds 

Je.    s 


Prenons  comme  extrémités  a  et  h  de  la  courbe  C,,  deux  points 
réels,  l'un  sur  l'axe  positive  et  l'autre  sur  l'axe  négative.  Il 
est  bien  évident  que/x)  est  une  fonction  multiforme,  puisque 

C  ds        ,       I  6  I 

—   =  lOg      -     +   2/U-. 

De  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction /(x),  apparaît  comme 
dépendant  du  paramètre  arbitraire  entier  n. 

Le  chemin  d'intégration  ne  doit  pas  évidemment  passer  par 
l'origine,  de  sorte  que  si  l'on  veut  se  maintenir  sur  l'axe  réel, 
il  faudra  tourner  autour  de  l'origine,  où  bien  comme  l'a  indi- 
qué M.  E.  Picard,  d'exclure  un  petit  intervalle  (i,ri)  autour  de 
l'origine  et  de  faire  tendre  ensuite  i  et  r,  simultanément  vers 
zéro  suivant  un  rapport  constant  ;  la  solution  apparaît  alors 
comme  dépendant  d'un  paramètre  absolument  arbitraire. 
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12.  Théorème  de  M.  E.  Picard  (').  —  D'une   façon   plus 

générale,  considérons  le  novau  -N(.rj),  où  ^  (xy)  désigne  une 

fonction  entière  de  x  et  de  y.  On  peut  dénionlrer  que  la  solu- 
tion de  l'équation  de  Fredhohn  correspondante  est,  dans  le 
domaine  complexe,  une  fonction  multiforme,  dépendant  honio- 
r/raphi(jneineiit  d'un  paramèlrc  arbitraire. 

Il  suffira  pour  cela  de  dénionlrer  que  les  fonctions  1)  (   ,^- ) 

et  D(a}  sont  des  fonctions  qui  dépendent  linéairement  du  même 
paramètre  entier  n. 

Nous  ferons  d'abord  la  remarcjue  suivante  : 

Le d(''t('r/)un(inll^(    '   ^"'    '']  est  divisihlc  nnr 


\^=  Y[{cc,-x,,)\ 

i,k  =   I 

si  N  (xy)  est  un  noyau  à  dérivée  lipschitzienne.  En  elTet  le  déter- 
minant s'annulle  ainsi  que  sa  première  dérivée  par  rapport  à  Xi, 
pour  x^  ■=  x^. 

l*renons  maintenant  l'expression  : 

(20)  /     ^ ^(^'^'■■'^''\ls,ds..,.ds.. 

J^^s,s,...s^,      \s,s,...sj 

Le  résidu  de  celte  intégrale  par  ra[)port  à  .s'i  est 
Or  en  vertu  de  la  propriété  [)récédeiile  la  cpiantité 

os.  ...  Sj,  I 

est  sûrement   divisible  par  s.,-s/s^,-.   I^e  résidu  W^,   représente 
donc  une  fonction  uniforme,  qui  ne  dépend  plus  du  chemin 

*)  E.  PicAKD,  Ln  llicorèine  fjéncral  sur  les  c(inations  iiitrtjrales  de  3"'°  es- 
pèce. (Comples-Henflus,  6  juin  cl  11  seplcinbre  njii,  loiiie  lôa).  Voir 
aussi,  i<l.,  Sur  1rs  soliilions  coiUinues  des  rijunlioiis  inli'<jndrs  de  3'"°  esiièce. 
(Coiin)les-llciidus,  a  octobre  >yiij. 
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d'inlcgratlon   C,,   le  même  pour  toutes  les   variables  s>  ...  s,,. 
Comme  d'autre  part 


est  une  Ibnction  symétrique  de  .s,.">.  ...  .s^,,  il  résulte  bien  qu'en 
tournant  une  fois  autour  de  l'origine,  dans  le  sens  positif,  l'ex- 
pression I  20)  augmentera  de  /)  =  2i7:R^,.  Par  conséquent  dans 
le  domaine  complexe,  on  aura  : 

D (/.)=-  1),(a)  -\-  2-m/.  n,(/.) 

en  posant 

Les  fonctions  D,(x)  et  D^fX)  sont  évidemment  des  fonctions 
entières  de  ^ .  On  aura  de  même,  en  même  temps  : 


ou 


^^7)^^ 


lis.,. 


p!  JciSjS.  ...  Sp      \josiS,  ...  s^,  / 
Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Exemples  divers. 

13.  —  Nous  terminons  ce  chapitre  en  donnant  deux 
exemples  typiques  qui  mettent  bien  en  évidence  des  nouveaux 
phénomènes  analytiques  qui  se  présentent  dans  le  cas  de  l'équa- 
tion singulière  de  Fredholm.  Nous  ajoutons  ensuite  une 
remarque  importante  de  M.  E.  Picard,  en  faisant  voir  que. 
dans  le  cas  singulier,  le  caractère  analytique  en  ^-  de  la  solution, 
dépend  essentiellement  du  second  mend>re. 

14.  Exemple  de  spectre  segmentaire.  —  Considérons 
l'équation  intégrale 

(21)  'f  (^)  -  >'   /      e~  '  '■  "  '  '  'r(s)'/s  =  Ji-r) 
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cherchons  dans  quels  cas,  l'éqnalion  liomotjcne 

.X 

—  |.r  —  s\  , 


admellra  des  sohitions.  Dérivons  pour  cela  (a  i)  deux  fois  de 
suite,  ce  qui  nous  donne  les  équalions 

(23)  (f'(T)  -+- Àe-^   1      €'o(s)ds  —  le"-  i      e~'o[s]ds  =  f'{x) 

J  O  J  X 

(24)  9"(-t)  +  {il  -  i)9(.t)  =/"(.r)  -/(.r). 

Donc,  toute  solution  de  (22),  doit  vérifier  l'équation 

(20)  o"[x)  H-  (2À  —  i)9(.t)  =  o. 

Réciproquement,  on  remonte  de  (24)  à  (21)  par  deux  inté- 
grations successives  ;  pour  que  les  constantes  d'intégration 
soient  nulles,  il  faut  et  il  suffit  que  : 

"^        -'  i  ,-.00 

/  ç(o)  —À   \      e-^^{s)ds=f{o) 

que  l'on  ohtient  en  faisant  £c  =  o  dans  les  relations  (28)  et 
(21).  Par  conséquent,  toute  solution  de  2Ô)  qui  vérifie  les^ 
conditions 

(27)  0(0)  =  'r'{o]  r=  ).  j      e--^ç{s)ds 

sera  aussi  une  solution  de  l'équation  intégrale  (22).  Nous  avons 
alors  deux  cas  à  distinguer,  suivant  le  signe  de  2^  —  1 . 
a)  Prenons  d'ahord  2X  —  1  =  a"",  c'est-à-dire  supposons 

-;<X<oc. 

La  solution  de  (25)  dans  ce  cas.  qui  vérifie  les  conditions 
(27J  est,  comme  le  montre  un  calcul  facile,  à  un  facteur  arbi- 
traire près 

(28)  sin  [JI.T  -4-  î^  cos  [j-x. 
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h)  Si  maintenant  i  —  2I  =  [x-,  il  est  nécessaire,  pour  que 
l'intégrale    de   (27^    existe,    que   l'on   ait  p.  <  4,    c'est-à-dire 

o  ■<  X  <  -  •  Dans  ce  cas,  la  solution  correspondante  est  : 
29)  sh  '^t-x  -f-  fi.ch  \>-x. 

La  solution  (28)  est  finie  quelque  soit  x,  tandis  que  la 
solution  (29)  devient  infinie  avec  x.  On  a  donc  le  résultat 
suivant  : 

L'équation  intétjrole  {21)  a  un  speclrc  conlinu  de  zéro  jus- 
qu'à l'infini.  Pour  cliaque  valeur  de  À  située  entre  o  et  1/2 
l'équation  homogène  a  une  solution  et  une  seule  qui  devient 
infinie  avec  x  ;  entre  i  2  et  -h  x  ,  l'équation  homogène  a  une 
solution  et  une  seule,  finie  dans  tout  l'intervalle  de  zéro  à  l'in- 
lini  positif. 

15.  Remarque  de  M.  E.  Picard(').  —  Passons  maintenantà 
l'équation  (21)  avec  second  menihre.  Toute  solution  de  l'équa- 
tion intégrale  (21)  vérifie  l'équation  dillérenlielle  (2/1)  et  réci- 
proquement, toute  solution  de  2  '1)  qui  en  outre,  vérilie  les  con- 
ditions (26)  sera  une  solution  de  l'équation  intégrale  (21).  Les 
conditions  ^27)  peuvent  encore  s'écrire 

(3o)         ç'(o)  -/'(o)  =  <f(o)  — /(o)  =  À   j      e-'^(s)d6. 

Montrons,  avec  AL  Picard,  que  dans  ce  cas,  la  nature  ana- 
lytique de  la  solution  de  l'équation  intégrale  (21),  n'est  plus 
aussi  simple  que  dans  le  cas  régulier  et  que  même  elle  dépend 
essentiellement  du  second  membre. 

Prenons  pour  cela,  d'ahord  : 

f(^x)  =  7   A„  sin  nx 


(I)  K.  I^iCARD,  Sur  une  âjuallon  iiitc'jrale  singulière.  (Comptes- llemlus, 
3  octobre  1910  et  9  janvier  191  ij.  Voir  aussi,  id.,  Sur  un  excntplc  simph- 
d'une  équation  singulière  de  Fredhobn.  (.\.nn.  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure, 191 1). 
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les  constantes  A„  étant  telles  que  la  série  >    /i-A„   soit  conver- 
gente. En  posant  aussi  n  =  o 

cp[rr)  =  ^  a„  sin  /i.T^ 
l'équation  (2/4)  nous  donne  immédiatement  : 

La  solution  générale  de  (2'i)  est  donc,   dans  riiv[)othèse  a  : 
A  sin  u.T  -h  li  CCS  ,urr  -j-    ^  A,,  -„ „  sin  nx. 

Les  conditions  (3o)  vont  maintenant  déterminer  A  et  B  ;  elles 
nous  donnent  immédiatement  : 

T>  A  /  ox     V^  'lA/( 

^  '  ji,^  II-  —  iJ.^ 

La  solution  générale  sera  donc  une  fonction  admettant  le  seul 

1         ,          I        1          *i                 /i-  H-  I 
poml  critique  transcendant  a  =  -  et  les  pôles  X  = -• 

Prenons  maintenant,  le  second  exemple  de  M.  E.  Picard 
y(j-)  =     I   /i(s)siii  (xs)ds 

la  fonction  h{x)  étant  telle  que  l'intégrale  : 

1     /(  (s)    .   S'ils 

existe.  En  ])Osant 

'^(o-)  =    I  /t  (s) '1/ (.s)  sin  [xs)ds, 
on  obtient  immédiatement  de  (2'i)  : 

I  /   ^                  .S^    -H    I 
^^  ■'  S-  ■+     \    '2A 

La  solution  générale  de  (24)  sera  donc,  dans  le  cas  a  : 

/       s^  -I-  I 
'f{x)  =  A  sin  [i-x  +  B  cos  [xx  -+-    I        2 2  ''(^■''■)  ^'"  (•'■'>■)'/*■• 
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Les  conditions  (3o)  nous  donnent 

Et  par  conséquent  la  solution  aura  la  forme  : 

9  (x)  =  A  (sin  i^x  -f-  n  cos  i^x)  +    I       \  ^  '.,  h  (s)  sin  (rrs)  t/s 

Si  //(x)  est  une  fonction  non  analytique,  c.(x-)  admettra 
comme  coupure  essentielle,  le  segment  (  -  ,  H-  oc  |. 

16.  Exemple  de  noyau  de  Fourier.  —  On  peut  (')  appe- 
ler ainsi,  les  noyaux  ayant  des  valeurs  caractéristiques  à  une 
infinité  de  fondions  caraclérisliques  correspondnnies.  Nous 
savons  que  cette  circonstance  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  l'équa- 
tion régulière.  Voici  un  exemple  très  simple  d'une  pareille  sin- 
gularité. 

Considérons  l'équation  intégrale 

r . 

i3i)  «(a-)  — ^  iin{xs) '■f{s)ds  =  fÇx). 

On  a  : 
i       (y'ie-"'  +  q2  _^  g2  j  sin  {xs)ds  =  y/^       «"'"sin  {xs)ds 


i: 


s  .  sin  (xs),         ,    ^      , 
— 2 ^-T^ds       [a  >>  o) 


ou,  puisque 


et 


i: 


e~"*  s  mur  s 


ds  = 


■f 


s  .  sin(rrs) 


ds  =  ~e 


a"  -h  s-  2 


(')  H.  Weïl,  Si/ijyu/dre /n/e^ra/f//eic/iunj/efi.  (Inaugural  Dissertation,  igoS). 
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on  aura 

X"  (\/^""*  ^  ^')  '"  '^^"^ = v^î  [^'  ^  v/'-"] 

ce  cjiii  prouve  que  l'équalion  (3i)  sans  second  membre,  admel; 
la  valeur  caractéristique  v/-,  avec  l'infinité  de  fonctions  carac- 
téristiques 

-TT^ — 5-^v/''e-''^       (a  >  o). 
a-  H-  X-        Va  \    -^      / 

Le  même  calcul  montre  en  même  temps  que  l'équation  (3i) 

admel  aussi  la  valeur  caractéristique  —  V/ -_^  avec  les  fonctions 
caractéristiques  : 


X 


a-^  +  x' 


\^/-\—       (a  >  o) 


III.  —  LES  ÉQUATIONS  IMÉGR.VLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 

17.  Définitions  :  historique.  —  Le  passage  à  des  équa- 
tions plus  générales  de  Fredholm  et  Volterra,  peut  être  fait  de 
deux  manières  différentes  : 

1°  La  fonction  inconnue  peut  figurer  dans  l'équation,  à  des 
puissances  de  divers  ordres  >>  i  ;  par  exemple 

o(j-)  +  >   I    N{xs)^!'(s)ds=f{x). 

Ce  sont  les  équations  intégrales  non  linéaires. 
2^  La  fonction  peut  figurer  à  des  puissances  ilerécs  d'ordre 
supérieur  à  i  ;  par  exemple,  l'équation 

'f  (.Tv)  4-  X  j   ^{xs)'^(sy)ds  -+-  :,  j  N(.Ts)r,(*7)(/5  ==-f{xy) 

en  désignant  par  puissance  itérée  d'ordre  n,  l'expression 

'•r'n(xy)=  j   'j'{xSt)'r{siS2)  ...  <f (s„_,j')ds|  ds.  ...  ds„_  . 
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Ces  deux  catégories  d'équations  ont  été  étudiées  à  un  point 
de  vue  formel  ;  le  point  essentiel  qui  se  dégage  de  toutes  ces 
recherches,  est  une  remarquable  analogie  avec  la  tliéorie  des 
fonctions  analytiques,  tant  que  les  opérations  fonctionnelles 
figurent  analytiquement  dans  les  équations  intégrales. 

La  première  classe  d'équations  a  été  envisagée  par  M.  E. 
Schmidt(^).  Ces  équations  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  non  linéaires. 

Mais  c'est  surtout  la  seconde  classe  d'équations,  considérée 
par  M.  Aolterra(^),  à  un  point  de  vue  très  général,  qui  offre  im 
champ  de  recherches  nouveau  et  présente  un  intérêt  analytique 
spécial,  tant  par  l'élégance  de  la  méthode  que  pour  les  applica- 
tions possibles  dans  l'étude  des  phénomènes  non  analytiques. 

Nous  nous  bornerons  à  donner,  ici  aussi,  des  indications 
générales. 

Les  éfjLialioiis  non  linéaires. 

18.  Equation  de  Volterra.  —  Prenons  l'équation  de  Vol- 
terra  non  linéaire 

(32)  ?(3?)+        ¥  ix,s,'i{sy  ds  =^f(œ). 

J  0 

Nous  ferons  les  hvpothèses  générales  suivantes  : 
1°  La  fonction  F(x,y,  z.  est  une  fonction  parfaitement  déter- 
minée, •<  m  clans  le  domaine  |  x  |  et  |  y  |  <C  a,  \  :  \  <C  h,  et 


V)  E.  ScH.MiDT,  Zur  Théorie  der  linearen  iiiul  iiicht  Uiiearcn  Inlegruhjlei- 
chuiifjen.  III.  Teil.  (Malh.  Ann.  Bd.  68.   1908,  p.  370-399]. 

(■i]  Voir  à  ce  sujet  la  littérature  déjà  riche  de  l'école  ilalieniie  : 

V.  N'oLTERiiA,  (Jaeslioni  (jcnerali  salle  cqucizioni  inlp'jrali  ed  integrodijjeren- 
tiali  (Alti  d.  Reale  Accademia  dei  Lincci,  Février  1910)  ;  id.,  Ossermzioni 
salle  equazioni  inteijio-differenzialied  inleijrali  (Ibid.  Avril  19 lo);  id  ,  Sopra 
le  funzioni  permulab'di  ilbid.  .\vril  1910)  ;  id..  Eqaazioni  iiHerjro-dtJfcreu- 
ziali  con  liinili  conslaali  (Janvier  191 1);  id.,  Conlribulo  allô  studio  délie  Jm- 
zioni  permulabili  (Mars  191 1)  ;  id.,  Sopra  le  funzioni  perniulabili  di  2=*  specie 
e  le  equazioni  intégrait  (Avril  3911  i. 

SoiG.YGLiA,  Salle  funzioni  permutabili  di  seconda  specie  [Ibid.  Avril  191 1). 

Voir  aussi  les  travaux  de  M.M.  L.vuricell.\,  A.mokoso,  Picone  et  Flium, 
parus  dans  le  même  recueil  (i 908-1 91 1). 
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véiilic   par   rapport   à   z,    dans   ce   domaine,    la   condition   de 
Lipschitz  : 

2"  La  fonction  f(x)  s'annule  pour  x  =  o  ;  soit  ]  /i  |  <;  a', 
l'inlervallc  où  l'on  a  |  f{x)  ]  ■<  b.  \U\e  vcrlfic  aussi  la  condi- 
tion de  Lipschitz  : 

!/C'r)-/0')l</.-l.--v|. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  obtenir  une  solution  de  (32),  à 
l'aide  de  la  méthode  des  approximations  successives,  en  prenant 

9o{^)  =/{■■<•) 
cl  comme  équation  générale  de  réccurencc  : 

(33)  'r„  {x)  +        F  [x,  s,  'f„_i  (s)]  ds  =f{x). 

J  0 

La  seconde  approximation  est  donnée  par  la  relation 

o,(^x)=f{x)—         F{x,s,f{s))ds 

J  0 

et  dans    l'intervalle  |  -c  |  -<  a' ,  on  a,  en   vertu  des  hypothèses 
précédentes  : 

I        ^1     {^)        I        <      (/'■       +       '»)    ^^ 

Pour  que  l'on  ait  : 
il  suffit  que  : 

I  ^  1   <7— ^• 

Si  donc  //  (U-s'Kjnc  le  pins  pelil  des  Irais  nombres,  a,  a'  et 

J.       ^^^ ,   on   aura    sûrement   dans   l'intervalle  \  x  \  <i  h,   pour 

toute  ap|)roximation  : 

I  ?'.  (^O  I  <  b 

et  par  conséquent  toutes  les  ai)pr(>\imations  auront,  successive- 
ment, un  sens  parfaitement  déterminé. 
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Pour  démontrer  maintenant  la  convergence  des  approxima- 
tions, il  sulïit  de  considérer  la  relation 

?n{x)  —  cp„_^  (x)  -+-    I       [F  {X,  S,  G„_,  (s))  —  F  (X,  s,  'f„_,  {s)]  ds^o 

d'ovi  l'on  déduit  immédiatement  : 

I  'in{x)  —  ?»_i  [x)  \  <a  j       I  o„_,  (s)  —  9„_,(s)  I  ds 

t     0 

avec 

I  ?i(a?)  —  roG^)  1  <  aa;. 
On  en  déduit  : 

x"' 

ce  qui  montre  que  la  fonction  : 

,(33'')  ç,,  {x)  =  o^(x)-^['ri{x)  —  '^^(x)]  -h  ...  +  ;o„(x)  —  9„_,(a-) 

tend  bien  vers  une  fonction  limite  'f'^<JQ'^  qui  est,  d'après    33), 
la  solution  cherchée. 

Remarques.  —  i"  La  démonstration  précédente,  est  une  géné- 
ralisation de  celle  que  M.  E.  Picard  a  indiquée  pour  l'équalion 
différentielle 

î  =  ^(^^■)- 

On  peut  d'ailleurs  mettre  cette  dernière  équation  sons  la 
forme  inléj^iale  : 


y(x)-  i     F{s,y{s))ds  =  C 


et  le  résultat  précédent,  donne  immédiatement,  comme  cas  par- 
ticulier, le  théorème  de  M.  E.  Picard. 

2"  On   peut  s'aiîranchir  de  la  condition /(o)  =  o,  tant  que 
y(o)  =  /  <  6  ;  dans  ce  cas  on  prendra  comme  première  ap- 

Lalesco.  —  TIléorie  des  équations  intégrales  <J 
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proximation 

?o(.T)=/^r)-/(o) 

et  1  on  aura  a  remplacer    -        ^.    par    i'^—_r~f.\  )■ 

19.  Equation  de  Fredholm.  —  Considérons  l'équalion  de 
Fredholm  non  linéaire  : 

(34)  9  (^)  +  >^   f  F{x,s,o  (s))  ds  =  f{x) 

dans  les  hypothèses  analogues  à  celles  du  numéro  précédent. 

Nous  supposerons  : 

i"  La  fonction  F  {x,  y,  z)  parlai fement  déterminée  et  <;  m  si 
X  et  y  ont  des  valeurs  quelconques  de  l'intervalle  {ab)  et  si 
I  z  I  ■<  /S.  Elle  Y  vérifie  do  plus  la  condition  de  Lipschitz  par 
rapport  à  z. 

2"  Le  module  maximum  de  la  l'onction /(a?)  <<  o,  dans  l'in- 
tervalle (ab). 

Dans  ces  conditions,  on  peut  appliquer  exactement  la  même 
méthode  d'approximations  successives  ;  si 


)^< 


0 


± 


<{b-a) 


le  raisonnement  précédent  nous  montre  que  toutes  les  approxi- 
mations auront  un  sens  hien  déterminé.  On  aura  ensuite  : 

!  9„  (x)  —  9n-i  (^)  I  <  m  À"  A"  [b  —  a)" 
et  par  conséquent  si 

la  série  des  approximations  '33')  convergera  sûrement  vers  une 
fonction  qui  sera  la  solution  cherchée. 


(')  Pour  les  systèmes  d'équations  non  linéaires,  voir  :  E.  Cotton,  E(j. 
différentielles  et  éij.  inlégralrs  (Bull.  soc.  !\1.  de  l*'rance,  19 lo),  et  les  mé- 
moires de  .M.  E.  PicoNE,  (llendiconli  del  Circolo  Math,  di  Palermo,  iQio, 
njii). 
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On  a  donc  ce  résultat  : 

Si  X  est  suffisamment  petit,  l'équation  (8/4)  a  une  solution  et 
une  seule. 

Remarque.  —  An  lieu  de  la  méthode  des  approximations 
successives,  on  peut  employer  la  mélliode  des  majorantes,  en 
essayant  de  vérifier  (34)   par  un  développement  de  la  forme  : 

o{x)  =  cpo(a-)  4-  >9i  (3^)  -h  ...  -H  À"o„(.t)   +   .. 

Les  coefficients  se  calculent  d'une  façon  régulière,  et  la  con- 
vergence de  la  série,  ainsi  que  l'unité  de  la  solution  résulte  du 
fait  que  l'équation 

ç(x)  4-  X  F[x,x,o{x)]  =f(x) 

a  une  solution  et  une  seule  en  'f  («),  qui  s'annule  avec  À. 

On  peut  d'une  façon  plus  générale,  appliquer  la  même 
méthode  à  l'équation 

(35)  o(.t)+    V    )^..       ^,„{xs,s,  ...  s,„)cp(s,)''o(6',r^.. 

'i{s„,f'"dSi    ...  ds,„  =f{T) 

oh,  encore  plus  généralement  : 

(36)  ?(r)  +  2  ^^"'   /   ^>n{^s,s,...s,„) 

F,„;cp(s,\,p(s.)  ...  u.(s„,)'(/si(/s2  ...  ds„,  =f{x). 

8.  Recherches  de  M.  Schmidt.  —  Dans  ses  recherches 
sur  les  équations  non  hncaires,  M.  E.  Schmidt  considère  l'é- 
quation générale  suivante  : 

(37)  ^{x)  +     I    Wxsy^{s)ds  +2^  j  N(.rs,s,  ...  s,„)'f(s, )*'/'(«. )'^'--- 

3 
?(s,„)  '"h[s,„Y''dsi  ...  ds,n  =  O 

OÙ  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  des  a,  et  .'5,,  l'un 
au  moins  des  exposants  7.1  et  fii  étant  toujours  dilTércnt  de  zéro  ; 
la  fonction  inconnue  est  (p{x). 


l32  TlIKOUlli    DES    KQIATIONS    INïÉr.RALES 

Celle  équallon  au  point  de  vue  auquel  se  place  M.  Schmidl. 
est  entièrement  équivalente  à  l'équation  (35)  à  condition  d'in- 
troduire dans  le  premier  membre  de  (35),  le  terme 

Pour  la  résoudre,  nous  avons  donc  deux  cas  à  distinguer, 
suivant  que  l'équation 


(38) 


'f(a')  -h    j  N(a:s)cç(s)(/s  =  o 


admet  des  solutions  dilTérentes  de  zéro,  ou  non.  Dans  le 
second  cas,  en  appliquant  le  premier  théorème  de  Fredholm  à 
l'équation  (37),  écrite  sous  la  forme  : 

(39)  9(.t)  +  I    N(xs\o{s)ds  =  ¥(x) 

on  obtient  une  autre  équation,  exactement  de  la  forme  (35)  et 
l'on  retombe  ainsi  sur  le  cas  précédent. 

Prenons  maintenant  le  premier  cas  et  supposons  d'abord 
que  l'équation  (38)  n'admet  qu'une  seule  solution  Oi(x-).  Dans 
ce  cas,  la  solution  de  (39)  sera 

(^o)  -^{x)  =  F(.r)  —  I   lh(xs)V{syis  -+-  ari{x) 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire  ;  à  condition  que  l'on  ail  : 

(/il)  \'Y{s)o,[s),k  =  o. 

L'élimination  de  ç^(ic)  entre  les  équations  'jo)  et  (4i)esl 
possible  car  l'équation  (4o  est  du  type  régulier;  nous  obtenons 
ainsi  une  équation  analytique  en  a  ;  le  nombre  des  solutions 
(ko)  dé[)end  donc  essentiellement  de  la  nature  de  celte  équation. 
Ce  résultat  est  entièrement  équivalent  à  celui  de  M.  E.  Schmidl 
qui  appelle  son  équation  en  a_.  Féqualion  de  ramification  ('). 


Cj  Voir  aussi,  M.  Paul  Ll\y,  .Suc  les  cijaations  inlcgrnlcs  non  linéaires. 
(Coniples-rcndus,  avril  lyio)  et  (•.  Bhatu,  Sur  les  é<nialions  Inléyrales  non 
linéaires.  (Complcs-rendus,  avril  iijio). 
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La    méthode   précédente   s'étend   évidemment    sans   aucune 
difficulté  au  cas  général. 


Les  éqiialions  d'ordre  iléralij  supérieur 

Fonctions  permutables.   Propriétés.    —  Deux  fonctions 

\{xy)  et  B(,x'j)  sont  perinulahlcs  dans  l'inlervalle  xy{^),  si  l'on 
a  : 

JA(.rsjB(sy)(/A-  =     I     B(a-s)A(s}')(/s. 
X  J  X 

L'expression  AB  =  BA  sera  appelée  le  produit  composé  de 
A  et  B.  On  peut  établir  les  propriétés  suivantes  : 

a)  Une  Jonction  est  toujours  permutable  à  elle-même.  Cette 
propriété  est  évidente.  L'expression 


J  X 


A(xs)\{sy)ds  =:=  A  2(0-7} 


sera  le  carré  composé  de  A(icj)  ou  sa  seconde  puissance  itérée. 

h)  Désignons   par  puissance  itérée  de  degré  n,  l'expression 
définie  par  la  relation  de  récurrence 

A«(-^v)  =-        A,(a-s)A„_,(sj)c/s 


on  a 


Deux  puissances  itérées  d'une  Jonction  A  (./;j)  de  degrés  m  et 
7J,  sont  permutables  entre  elles  et  leur  produit  composé  est  égal  à 
la  puissance  itérée  m  ■\-  n  de  la  fonction  A(£Cj). 

Pour  établir  celte  proposition,  il  suffit,  d'après  un  algo- 
rithme bien  connu,  de  considérer  le  cas  m  =  1,  n  =  2,  c  est- 
à-dire  d'établir  la  relation 

^y  fy 

j     Ai(a-s)Ao(.sT)f/s  ^        A,(xs)A,(sjHs. 

J  X  J  j: 


(',  Permutables  de  première  espèce,  suivant  M.  Voltkuha. 
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Or  on  a  : 

(  "  \iXs)\,{sY)ds  =    i  '  Ai(a-s)  I  ■  \,{st)\,{ly)dt 

v'  X  J  X  J  X 

=    A,(/v)   A,»Ai(s/)(/s=   A.{xl)A,{lY)dt. 

t.    .r  J  X  J  X 

Ce  résultat  a  été  obtenu,  appliquant  tout  sim})lemcnt  la  l'or- 
mule  de  Dirichlet  ('). 
On  a  donc  en  général 

A„, +  „(a;}')=    I    A,„,>s)A„(sjys. 

c)  Deux  sommes  de  Jonclions  permutables  sont  aussi  permu- 
tables, et  leur  produit  composé  s'obtient  d'après  la  règle  de 
distributivilé  de  la  multiplication  ordinaire. 

En  eflet,  soient  A(.cj),  B(x}'),  C(xy),  D{xy),  quatre  fonctions 
permutables  entre  elles,  et  posons  : 

P{xy)=A{xy)^Yi{xy) 

Q{xy)  =  C{xy)  +  D{xy). 

On  a  : 

ry  ry 

]\xs)Q{sy)ds  =       [A{xs)  4-  B>s)][C(sj)  +  D(sj')]r/s 

Jx  J  X 

=  AG  -f-  AD  +  BC  +  BD. 
Les  fontioiis  P  et  ()  sont  donc  aussi  [)eruiulables. 

21.  Corps  intégral.  Théorèxne  fondamental.  —  Les  pro- 
priétés précédentes  peuvent  être  concentrées  et  présentées  sous 
la  Ibrinc  suivante  : 

Soient  A  [xy),  B(xj^,...  h[xy)  un  nondjrc  lini  n  de  l'onclions 
permutables  dans  l'intervalle  xy,  et  définies  dans  un  intervalle 
réel  ab.  Appliquons-leur  un  n(ind)re  fini  de  fois  et  dans  un 
ordre  aibitraire,  les  opérations  d'addition  al^'-('bri(jue  d  de  niul- 
li[)lication  coni[)Osée. 

Cj  Voir  aussi  (;age  10. 
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La  lolaldc  des  fondions  tiinsi  obtenues  forme  an  corps  K.  — 
Considérons  de  même  le  coips  /.',  des  polynômes  entiers  des  n 
variables  a,  fj,  ...  À  à  coeilicients  numériques  quelconques.  On 
peut  établir  une  correspondance  biunivoque  entre  les  corps 
K  et  A-  ;  en  effet,  il  sul'fîl  de  faire  correspondre  à  chaque  i'onclion 
de  base  du  corps  K,  une  variable  du  corps  k,  à  la  multiplication 
composée  en  K,  la  multiplication  ordinaire  en  A:,  l'opération 
d'addition  se  correspondant  à  elle  même. 

Elargissons  maintenant  le  champs  k,  en  y  introduisant  aussi 
les  séries  entières  des  variables  a,  fj,  ...  a,  nulles  au  point 
a  =  j'5  =  y  =; . . .  =  À  =  G.  Par  la  correspondance  précédente,  on 
obtiendra  dans  le  corps  K,  aussi  des  séries  de  fonctions  permu- 
tables. Or,  en  vertu  de  l'inégalité  évidente 


xy)  ^ 


*1^^-^     !P(xj)|<P 


il  résulte  que  les  séries  ainsi  obtenues  en  K,  seront  foutes  régu- 
lièrement convergentes  dans  tout  l'intervalle  ab.  Il  est  évident 
maintenant,  que  ces  séries  jouissent  aussi  des  propriétés  a,b,c, 
■et  par  conséquent  on  peut  les  faire  entrer  dans  le  corps  Iv. 

Le  corps  ainsi  complété,  peut  être  appelé  le  corps  intégral  en- 
tier des  fonctions  de  base  A(:c}'),  B[xy),  —  L'xy). 

Considérons  maintenant  une  relation  quelconque  analytique 

/(a.p,...À)  =  o  /■(o,o....o)  =  o 

résoluble  à  l'aide  de  la  fonction  analytique  régulière  : 

a  =  9(p.Y,  ...>•)  >(o.o....o)]=.o. 

Nous  pouvons  en  conclure,  en  vertu  de  la  correspondance 
établie  entre  les  corps  K  et  k,  que  l'équation  intégrale 

/(.\.B.C....L)=o 

£st  résoluble  par  la  formule 

A  =  cp(B.C,...L). 

22.  Applications.  —  Prenons  quelques  exemples. 

a)  Considérons  l'équation  intégrale  des  noyaux  résolvants  de 
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l'équalion  de  Vollerra  : 

']\.{xy)  =  N(a;r)  +  >-    |  "  N(.rs)'H.(sj)(/x. 

On  sait  que  H  (xj)  est  permutable  avec  ^(a7J). 
L'équation  correspondante  du  corps  analytique,  sera  alors 

X  =  a  -\-  ^ax 
d'où 

X  = ^  =  0  +  a-À  -1-  ...  H-  a''+'X''  H-  ... 

I  —  Aa 

On  aura  donc,  tout  simplement  : 

%{xy)  =  N(a-v)  +  >>N,(a:y)  +  ...  +  >''N^,+,  (.ry)  -+-... 

et  cette  série  est  une  fonction  entière  de  X. 
b)  Considérons  l'équation 

P,(.rv)  =  P(rrj)  4-  A(a:j). 

L'équalion  correspondante  du  champ  analytique  est 

X-  =  a"  +  a 


1  d=  v/  '  —  fJ^o 
rr  = * — 


d'où  l'on  lire 


I— \/i— |jia  1 .3...(2/)  — 3)    „_i  „ 

ce  qui  nous  donne  immédiatement  la  solution  de  réqualion  in- 
tégrale 

V{xy}  =  A  (xy)  —  X,{xy)  —  ...  —  '  ^^'Ô  r  ~     ^''~'  ^''  ^''^•^'^  "  - 

L'antre  solution  x,  ne  convient  pas  ;  en  elTet,  elle  donne  une 
fonction  qui  n'est  plus  permutable  avec  A(xj)  puisqu'elle  com- 
mence par  le  terme  constant  i . 

c  Prenons  enfin,  avec  M.  V.  Yolterra,  un  oxeiuplc  d'un 
genre  lout-à-fail  dill'('icnt.  Considérons  la  fonction 

\  (.rj;X)  =  XA(a:jjH-- A,(a-j)  H-  ...  -+-  ^^,  A„f.rj;  -1-  ... 


LES    ÉQL'ATIO.NS    SINGULIÈRES  iS" 

G'esl  une  fonction  entière  de  >■  ;  elle  correspond  en  kh  la  fonc- 
tion 

e     —  I. 

Or  on  a  : 

On  aura  donc  immédiatement  : 


V  (37  ;  X  +  fi)  =  V(a^  ;  X)  +  V  (x)'  ;  1^)  -H    I    V  [xs  ;  X)  V  [sy  ;  (ji) 


ds 


ce  qui  établit  pour  la  fonction  Y(a:jX]  un  ihéorcme  d'addilion 
inlé(jrale. 

23.  Fonctions  permutables  dans  un  intervalle  fixe  (')  — 

Si  deux  fonctions  A(xy)  et  B(xv)  sont  telles  que 


r 


6  r^h 

A  (as)  B  [sy)  ds  =-    \     B  [xs)  A  {sy  ds 


nous  dirons  qu'elles  sont  permutables  dans  l'intervalle  ah. 

Toutes  les  propriétés  démontrées  au  n°  1  de  ce  paragraphe, 
sont  aussi  vraies  pour  cette  nouvelle  classe  de  fonctions,  comme 
il  est  très  facile  de  s'en  assurer. 

On  peut  obtenir  des  résultats  analogues  à  ceux  obtenus  pré- 
cédemment, de  la  façon  suivante  : 

Considérons  le  corps  k  des  fonctions  entières  ou  méroniorphes 
de  À  et  qui  s'annulent  avec  X.  Considérons  en  même  temps,  le 
corps  K  des  fonctions  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  les 
fonctions  de  k,  les  puissances  de  X  par  des  puissances  compo- 
sées dune  fonction  A{xy). 

Les  fonctions  du  corps  K  sont  aussi  des  fonctions  entières  ou 
nu-roniorphes  de  X.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  pre- 
mier théorème  de  Fredholm.  En  elTet,  en  vertu  du  théorème 
de  M.  Mitlag-Leiïler,  l'expression  générale  d'une  classe  géné- 

(')  Fonctions  permutables  de  seconde  espèce,  sui\ant  M.  ^OL•rElUlA. 
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raie  de  fonctions  méromorphes  de  ) ,  est 

7  =  « 
oùr,^(),)   désigne  un  polynonie  de  X,  el  f{^)  une  fonction  en- 
tière. Or  en  vertu  du   premier  théorème  de  M.  Fredholm,  la 

A 

fonction  du  corps  K  qui  correspond  à  — ^^-y ,  est  la  fonction 

méromorphe 

\a,l 
De  même,  la  fonction  qui  correspond  à  :  .     ..  v^,  est  à  un 

facteur  près,  la  dérivée  d'ordre»  par  rappoiit  à  -~ ,  de  la  fonction 

méromorphe  précédente. 

Enfin,  à  une  fonction  entière  de  À  en  /.-,  correspond  en  K, 
aussi  une  fonction  entière  de  >. 

Le  théorème  est  ainsi  démontré.  Il  résulte  de  là,  que  le  théo- 
rème (jciicral  du  n°  i,  sur  la  résolution  des  équations  intégrales, 
est  aussi  valable  dans  le  champ  K  des  nouvelles  fonctions.  De 
plus,  les  solutions  sont  des  fondions  méromorphes  de  a. 

24.  Extension  du  corps  K.  —  On  peut,  tlans  les  deux  cas, 
se  proposer  de  poursuivre  plus  loin  l'analogie  entre  les  corps 
K  et  /»,  au  point  de  vue  suivant: 

Si  nous  prenons  une  relation  algébrique 

V{xy)  =  G  l''(o,o)  =  o' 

et  si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  général,  les  cycles  des  détermi- 
nations de  y  qui  s'annulent  pour  a?  =  o,  seront  données  par  le 
tliéorème  de  Puiseux,  et  l'on  aura,  pour  ces  fonctions,  des  dé- 
veloppements suivant  les  puissances  fractionnaires  de  a;.  H  \  a 
alors  lieu  de  chercher  les  analogues  en  K,  de  ces  fonctions.  Le 
jjremicr  problème  fondamental  à  résoudre,  sera  l'étude  de 
l'équation  intégrale  binôme  : 
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On  poura  dès  lors  étendre  pins  loin,  la  correspondance  entre 
les  corps  K  et  k,  en  faisant  correspondre  àya,  la  fonction 
P(xj)  que  l'on  peut  designer  par  le  symbole  Ai^(a:y), 

n 

Ce  point  de  vue,  suggère,  entre  autres,  une  remarquable  ana- 
logie entre  la  théorie  de  Puiseux  pour  les  équations  algébriques 
€lla  théorie  de  Fuchs  pour  les  équations  différentielles  linéaires. 
Nous  nous  bornons  pour  le  moment  à  ce  court  aperçu,  en  ren- 
voyant au  livre  de  M.  V.  Volterra  ('). 

(')  Ce  livre  est  actuellement  sous  presse. 
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